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CLASA a V-a

Problema 1. Aflati toate numerele naturale de forma abcd, stiind ca numerele ab, cb
. . . =2 =2 0
si d sunt prime, iar ab + cb + d* = 2022.
Gazeta Matematica

Problema 2. Un magazin a vandut 235 de roboti in cele 12 luni ale unui an. In
fiecare luna au fost vanduti fie cate 16, fie cate 20, fie cate 25 de roboti. Determinati
numarul de luni in care au fost vanduti exact 20 de roboti.

Problema 3. Spunem ca 13 numere naturale nenule formeaza un grup deosebit daca
numerele grupului sunt consecutive. Determinati:

a) cate grupuri deosebite au suma numerelor egald cu un patrat perfect de trei cifre;

b) numarul maxim de numere prime aflate intr-un grup deosebit.

Problema 4. Se scriu pe tabla, unul dupa altul, toate numerele naturale de la 1 la
30000, formand o secventa lunga de cifre:

123456789101112 . .. 30000.

De cate ori apare 2023 In aceasta secventa?

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VI-a

Problema 1. Elementele unei multimi A sunt 13 numere naturale consecutive, elementele
unei multimi B sunt 12 numere naturale consecutive, iar elementele multimii A U B sunt 15
numere naturale consecutive.

a) Determinati numarul elementelor multimii A \ B.

b) Daca, in plus, suma elementelor multimii A este egala cu suma elementelor multimii B,
determinati cele doua multimi.

Gazeta Matematica

Problema 2. Fie ABC un triunghi isoscel, cu AB = AC si < ABC = 72°. Pe dreapta BC'
consideram punctul D astfel incat C' sa apartina segmentului BD si CD = AB.

a) Aratati ca AC este bisectoarea unghiului <BAD.

b) Pe paralela la AB dusa prin D luam punctul E, in acelasi semiplan cu A fata de BD,
astfel incat DE = DB. Fie F punctul de intersectie a dreptelor AD si BE. Demonstrati ca
dreptele AC si AE sunt perpendiculare si AF = FC = BC.

Problema 3. Considerim tabloul din figura aliturati. In fiecare

Gy o - o oA 1
patratel al lui scriem cate un numar intreg, astfel incat suma numerelor
scrise In patratelele albe sa fie 23, iar suma numerelor scrise in patratelele 3
de pe coloanele cu numar impar sa fie 40. Inlocuim apoi numerele din 4
Gy 5 -
patratelele albe cu opusele lor. ol T8 1 B |
A . (9] (9] . .o v b
Cat este acum suma numerelor din patratelele de pe liniile cu numar
impar? sl ] | |

Problema 4. Determinati numerele naturale n pentru care cel mai mare divizor prim al
numarului n? + 2 este egal cu cel mai mare divizor prim al numarului n? + 2n + 3.

Timp de lucru 2 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VII-a
Problema 1. Determinati toate perechile (z,y) de numere reale care verifica relatia
3z + 2 4y + 3 4y +3 3z + 2
(RS AR i Rk i A B

Notatiile {a} si [a] reprezinta partea fractionara, respectiv partea intreaga a numarului real

Gazeta Matematica

Problema 2. Determinati numerele intregi a, b, ¢, d care indeplinesc simultan conditiile

a+b+c=2dsi vVab+Vbc+ Vea = d2.

Problema 3. Se considera un patrat ABCD si se noteaza cu M mijlocul laturii CD.
Perpendiculara din C' pe BM intersecteaza dreptele BM si AB in punctele N, respectiv E.
Dreapta BM intersecteaza dreapta AD in P, iar mijlocul segmentului BN se noteaza cu F.
Aratati ca:

a) triunghiurile CBE si BAP sunt congruente;

b) segmentele AN si DF sunt congruente si perpendiculare.

Problema 4. Fie triunghiul ABC care are SABC = 90° si <BCA = 30°. Fie AD
bisectoarea unghiului < BAC, D € BC, si BE 1L AC, E € AC. Notam cu M intersectia
dreptelor AD si BE, iar cu P mijlocul lui CM. Aratati ca AC =4-DP.

Timp de lucru &8 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebar:
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a

Problema 1. Fie SABCD o piramida avand ca baza paralelogramul ABC'D. Pe
muchiile SA, SB, SC si SD se considera punctele M, N, P, respectiv () astfel incat
M N PQ sa fie un paralelogram.

a) Daca ABC'D este un romb, aratati ca M N P(Q este un romb.

b) Daca ABCD este un dreptunghi, aratati ca M N P(Q este un dreptunghi.

Gazeta Matematica

Problema 2. Un triplet (a,b,c) de numere intregi se numeste artistic daca numarul

ab + be + ca R
—— este Intreg.

a+b+c
a) Determinati numerele intregi n pentru care tripletele (n,n + 1,n + 3) sunt artistice.
44,4 4 A
N . _ SR v Ay +z N
b) Daca (z,y, z) este un triplet artistic, aratati ca numarul % este Intreg.
rTt+yt+z

Problema 3. Determinati numerele naturale nenule a, b si ¢ care verifica simultan
conditiile:

(i) (a® + b?) (2 + 20232) = (ab + 2023¢)*;

(i) (a® + 20232) (b + ¢2) = (2023a + be)*;

(iii) cel mai mare divizor comun al numerelor a, b, ¢ si 2023 este egal cu 1.

Problema 4. Se considera un tetraedru ABCD 1in care @+@+@ = 180°,

ABC = @, iar proiectia varfului D pe planul (ABC') este ortocentrul triunghiului
ABC'. Demonstrati ca AB = AC si DB = DC.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a IX-a

Problema 1. Fie triunghiul ABC.
a) Aratati ca bisectoarea interioara a unghiului A si bisectoarele exterioare ale unghiu-
rilor B si C se intersecteaza intr-un punct /4.

b) Notam cu M, N siP proiect\iile punctului 74 pe dreptele AC, BC respectiv AB.
Aratati ca, daca I M + I14,P = I4N , atunci triunghiul ABC' este echilateral.
Gazeta Matematica

Problema 2. a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
[2]? — 2 = —0,99.

b) Aritati cd, pentru orice a < —1, ecuatia [z]*> — x = a nu are solutii reale.

Problema 3. Daca z,y, z sunt numere pozitive cu  + y + z = 1, aratati ca:

a)
Poy: (1-y(-2)

1— — :

2+ 2+

2> —yz oy —zx 22—uay
+r Yty 2Ptz

Problema 4. Determinati functiile strict crescatoare f : N — N care au proprietatea:

numarul f(z) - f(y) divide numarul (1 + 2z) - f(y) + (1 + 2y) - f(x),

pentru orice numere naturale x si y.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a X-a

Problema 1. Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei
. AL
2770+ 2vE =3,
Supliment Gazeta Matematica

Problema 2. Pe arcul mic AB al cercului circumscris triunghiului echilateral ABC
se considera punctul N astfel incat masura arcului NB este 30°. Din punctul N se duc
perpendiculare pe latura AC, respectiv AB. Acestea intersecteaza a doua oara cercul
circumscris triunghiului ABC in punctele M, respectiv 1.

a) Demonstrati ca triunghiul /M N este echilateral.

b) Daca Hi, Hy si Hj reprezinta ortocentrele triunghiurilor NAB, IBC, respectiv
CAM, demonstrati ca triunghiul Hy HyH3 este echilateral.

Problema 3. Fie n € N, n > 2. Determinati toate numerele z € C pentru care:

Zn—l—l_zn‘ Z ‘Zn—l—l_]_}_’_ ‘Zn—i_l—Z{.

Problema 4. Determinati toate functiile f : R — R pentru care:

flef(x)+ f(y) = F(f(@?) +,

oricare ar i z,y € R.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XI-a

Problema 1. Determinati functiile continue f : R — R pentru care f(1) = e si
flz+y)=e3. f(x)- f(y), pentru orice z,y € R.
Gazeta Matematica

Problema 2. Fie matricele inversabile A, B € M,,(R), astfel ca matricea A+ B~! s&
fie inversabili, cu (A4 B1)™" = A~! + B. Aritati c& det(AB) = 1. Rdmane adevirata
concluzia in My(C)?

Problema 3. Fie a,b € R, cu a < b. Presupunem ca f : [a,b] — [a,b] este o functie
continua, cu proprietatea ca exista c,d € (a,b) astfel incat f(c) = a si f(d) = b. Aratati
ca functia f o f : [a,b] — [a,b] are cel putin trei puncte fixe. (xg € D se numeste punct
fix al functiei ¢ : D — D daca ¢(zg) = xo.)

Problema 4. Fie matricele A, B € M3(C), cu proprietatea cd 4> = B% = O;.
Demonstrati ca AB = BA implica AB = O3. Aratati ca implicatia reciproca este falsa.

Timp de lucru 3 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XII-a

Problema 1. Fie f : [—g, %} — R o functie de doua ori derivabila cu proprietatea ca

(f"(z) = f(x)) - tg(x) +2- f'(x) > 1, pentru orice x € (—g, g) .

Aratati ca

(VB

f(z) -sin(x)de >m—2.

Gazeta Matematica

Problema 2. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e, iar H si K doua subgrupuri
proprii ale lui G, cu proprietatea ca H N K = {e} si ca (G \ (HUK)) U {e} este parte
stabild in raport cu operatia din G. Aritati ca x® = e pentru orice r € G.

Problema 3. Fie f:[0,1] — R o functie continua.

a) Aratati ca
1

lim [ f(z")dz = f(0).

n—oo 0

b) Daca f(0) =0 si f este derivabila la dreapta in 0, aratati ca limitele

Y A Y O Ty

exista, sunt finite si egale.

Problema 4. Pe multimea A = [0,00) a numerelor reale nenegative se considera trei
functii f,g,h : A —> A si operatia binara * : A x A — A, definita prin

zxy = f(x)+g(y) + h(z) - |z —y|, pentru orice z,y > 0.

Daca (A, *) este un monoid comutativ,
a) aratati ca functia h este continua pe A;
b) determinati functiile f, g, h.

Timp de lucru 8 ore. Se adauga 30 minute pentru intrebari
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



