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Subiectul 1. 

Rezolvați ecuația 

𝑥log5 3 + 𝑥 = 2 + 16 log5 𝑥. 
Gazeta Matematică 10/2022 

Soluție 

a) Condițiile de existență 𝑥 ∈ (0, ∞), scrie forma echivalentă 

3log5 𝑥 + 𝑥 = 2 + 16 log5 𝑥 

 3𝑦 + 5𝑦 = 2 + 16𝑦, unde 𝑦 = log5 𝑥. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p) 

Funcția 𝑓: ℝ → ℝ, cu 𝑓(𝑦) = 3𝑦 + 5𝑦 este strict convexă pe ℝ 

Funcția 𝑔: ℝ → ℝ, cu 𝑔(𝑦) = 2 + 16𝑦 este liniară  

Ecuația 𝑓(𝑦) = 𝑔(𝑦) admite cel mult două soluții             . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p) 

Se obține 𝑦 ∈ {0,2}, ceea ce implică 𝑥 ∈ {1,25}                      . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p) 

 

Subiectul 2. 

Fie 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 trei numere complexe distincte, cu |𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 1 și 

 𝑅𝑒(𝑧1𝑧2̅ + 𝑧2𝑧3̅ + 𝑧3𝑧1̅) = −
3

2
. Arătați că 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 sunt afixele vârfurilor unui triunghi 

echilateral. 

Cornel Tivadar 

Soluție 

Fie 𝐴(𝑧1),  𝐵(𝑧2), 𝐶(𝑧3) și 𝑂 centrul cercului circumscris triunghiului 𝐴𝐵𝐶. 

|𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3|2 = |𝑧1|2 + |𝑧2|2 + |𝑧3|2 + 2𝑅𝑒(𝑧1𝑧2̅ + 𝑧2𝑧3̅ + 𝑧3𝑧1̅) = 0    . . . . . . . . . . . . (4p) 

Din |𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3|2 = 0, rezultă 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 = 0 deci centrul de greutate al triunghiului 𝐴𝐵𝐶 

este 𝑂 

Rezultă triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este echilateral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p) 

Problema 3.  

a) Arătați că 5 > 𝜋 √3310
. 

b) Fie 𝑥, 𝑦, 𝑧 trei numere strict pozitive astfel încât 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝜋. Arătați că  
1

𝜋sin 2𝑥
+

1

√𝜋sin 2𝑦
+

1

√𝜋sin 2𝑧3 + 𝜋sin 𝑥⋅sin 𝑦⋅sin 𝑧 > 𝜋. 

Horvat-Marc Andrei 

Soluție 

a) Cum 625 = 54 > 29 = 512, avem 520 > 245. Atunci 520 > 245 = 240 ⋅ 25 > 240 ⋅ 33, 

deci   

52 > 24 ⋅ √3310
 

de unde se obține  

5 >
24

5
⋅ √3310

=
16

5
⋅ √3310

=
32

10
⋅ √3310

= 3,2 ⋅ √3310
> 𝜋 ⋅ √3310

. 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)   

b)  

Fie  

𝑆 =
1

𝜋sin 2𝑥
+

1

𝜋sin 2𝑦
+

1

𝜋sin 2𝑧
+ 𝜋sin 𝑥⋅sin 𝑦⋅sin 𝑧 . 

Suma 𝑆 se poate scrie sub forma echivalentă 

𝑆 = (
1

𝜋
)

sin 2𝑥

+ 2 ⋅ (
1

2
(

1

𝜋
)

sin 2𝑦

2

) + 3 ⋅ (
1

3
(

1

𝜋
)

sin 2𝑧

3

) + 4 ⋅ (
1

4
(

1

𝜋
)

−4 sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧

4

), 

care este o sumă ce conține zece termeni.  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)   

Se aplică inegalitatea dintre media aritmetică și media geometrică a celor zece numere strict 

pozitive și se obține 

𝑆 > 10 ⋅ √(
1

𝜋
)

sin 2𝑥

⋅   (
1

2
(

1

𝜋
)

sin 2𝑦

2

)

2

⋅ (
1

3
(

1

𝜋
)

sin 2𝑧

3

)

3

⋅ (
1

4
(

1

𝜋
)

−4 sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧

4

)

4
10

= 

= 10 ⋅ √(
1

𝜋
)

sin 2𝑥+sin 2𝑦+sin 2𝑧−4 sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧

⋅
1

1 ⋅ 22 ⋅ 33 ⋅ 44

10

= 10 ⋅ √(
1

𝜋
)

sin 2𝑥+sin 2𝑦+sin 2𝑧−4 sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧

⋅
1

210 ⋅ 33

10

 

deci 

𝑆 >
5

√3310 ⋅ √(
1

𝜋
)

sin 2𝑥+sin 2𝑦+sin 2𝑧−4 sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧10

. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . .  . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p) 

Cum pentru 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝜋 are loc egalitatea sin 2𝑥 + sin 2𝑦 + sin 2𝑧 = 4 sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧, 

rezultă 𝑆 >
5

√3310 .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)   

Din a) avem 
5

√3310 > 𝜋, deci 𝑆 > 𝜋. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p) 
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