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Subiectul 1. Fie 𝐺 un grup cu 10𝑛 + 1 elemente, 𝑛 ∈ ℕ∗ și 𝐻 o submulțime cu proprietatea că 

𝑥−2 ⋅ 𝑦5 ∈ 𝐻 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻. Arătați că dacă 𝑥−2 ⋅ 𝑦5 = 𝑦5 ⋅ 𝑥−2  pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, 

atunci 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻. 

 Gazeta Matematică 1/2023 

 

Soluție  

Fie 𝑘 = 𝑜𝑟𝑑(𝐺) = 10𝑛 + 1 

Cum (𝑘, 10) = 1, rezultă 1 = 𝑎𝑘 + 10𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ     ..           …..  ……                                    (1p)  

𝑥 = 𝑥1 = 𝑥𝑎𝑘+10𝑏 = (𝑥𝑘)𝑎 ⋅ (𝑥−2)−5𝑏 =  (𝑥−2)−5𝑏                      …..  ……                                    (1p) 

𝑦 = 𝑦1 = 𝑦𝑎𝑘+10𝑏 = (𝑦𝑘)𝑎 ⋅ (𝑦5)2𝑏 =  (𝑦5)2𝑏                      …..  ……                                    (1p) 

Din 𝑥−2 ⋅ 𝑦5 = 𝑦5 ⋅ 𝑥−2 rezultă 𝑥−2 ⋅ 𝑦5𝑝 = 𝑦5𝑝 ⋅ 𝑥−2, (𝑥−2)𝑞 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ (𝑥−2)𝑝                (2p)  

Finalizare 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥                                                                                                           (2p) 

 

 

Subiectul 2. Fie 𝑓: [0,1] → ℝ o funcţie de două ori derivabilă, cu derivata a doua continua și 

𝑎 ∈ (0,1). Calculați 

lim
𝑛→∞

(
𝑛 ⋅ 𝑓(0)

ln 𝑎
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0

), 

unde 𝑓′(0) = 1. 
Vasile Giurgi 

Soluție 

Arată că  

lim
𝑛→∞

∫ 𝑎𝑛𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
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= 0 

(1p)  

Aplicând integrarea prin părţi obţinem 
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(2p) 

Notăm cu 
nI  şirul a cărui limită se cere. Deci 
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Aplicând din nou integrarea prin părţi obţinem 
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Deoarece derivata a doua este continuă,  vom obţine că limita .0)(lim
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Trecând la limită în şirul 
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Subiectul 3. Fie 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, cu 𝑎 < 𝑏, și funcția 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  continuă și monotonă. Arătați că 

funcția 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ, cu  

𝐹(𝑥) = 𝑥 ⋅ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

− 𝑎 ⋅ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

− 𝑏 ⋅ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

,    𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

are semn constant pe [𝑎, 𝑏]. 
 
Soluție 

Pentru orice 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] are loc  

𝐹(𝑥) = (𝑥 − 𝑎) ⋅ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

+ (𝑥 − 𝑏) ⋅ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

. . . . . . . . . . . . . . (3p) 

Din Teorema de medie există 𝑐𝑥 ∈ [𝑥, 𝑏] și 𝑑𝑥 ∈ [𝑎, 𝑥] pentru care 

𝐹(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)𝑓(𝑐𝑥) + (𝑥 − 𝑏)(𝑥 − 𝑎)𝑓(𝑑𝑥)  

Numerele 𝑓(𝑑𝑥) − 𝑓(𝑐𝑥) și (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) au același semn 

Deci 𝐹 are semn constant pe [𝑎, 𝑏] 
. . . . . . . . . . . . . . (4p) 
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