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Problema 1

Fie numerele naturale nenule r si p. Aratati ca exista sirurile de numere naturale

. . o . . An . G,
nenule (a,)n>1 i (bn)n>1 cu proprietatea ca sirurile ({—1) si ([—4) sunt
b n>1 bn n>1

n
progresii aritmetice de ratii r, respectiv p, daca si numai daca r este divizibil cu p.

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie

Daca r este divizibil cu p, exista t € N* pentru care r = tp. Consideram atunci sirul
(@n)n>1 definit prin a, = rtk, pentru orice k > 1 si sirul (b,),>1 definit prin by = ¢,
pentru orice k > 1.

. o a . . -
Reciproc, daca — este progresie de ratie r, atunci lim = r. Dar,
by, 1 n—oco T
n @n
. o o PNV ) . by, . by, .
folosind criteriul clestelui si definitia partii intregi, avem lim =———= = lim — deci
n—00 n n—oo T
Qn
Qn n bn
. b, . b2 T e . .
lim =+ = r. Analog, avem lim —* = p. Atunci — = lim .~ = lim b,, deci
n—oo N n—oo N P n—oo n n—oo
b2

n
sirul (by,)n>1 este convergent si fiind un gir de numere naturale, limita sa este b € N*.

2
Atunci — = b, deci r este divizibil cu p.



Problema 2

Determinati numerele naturale n > 2 pentru care exista matricele A, B € M,,(C) care
au proprietatea cd A% + B? = O, si det(AB — BA) # 0.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie
Aratam ca n este numar par. Avem:
(A+iB)(A—IB) = A>+ B> —i(AB — BA) = —i(AB — BA) (1)
(A—iB)(A+iB) = A*+ B>+ i(AB — BA) = i(AB — BA) (2)

Trecand la determinanti in (1) si (2) obtinem:
(—i)" det(AB — BA) = (i)" det(AB — BA),

deci
(—i)"= ()" (-1)" =1« n par.

Vom arata ca aceasta conditie este si suficienta dand exemplu de matrice A, B de
ordin par care satisfac conditiile.
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(i) me ()
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Pentru n = 2 luam

sl avem:

deci A3+ B3 = 0.

si
det(A232 — BQAQ) =—4 7é 0.

Pentru n = 2k consideram matricele cu blocuri pe diagonala:

A2 B2

A B
Aoy = I' By, = Z'

)




(si in rest zero), pentru care evident:

A3+ B3, = O,

det(Anggk — ngAgk) = (—4)k 7é 0.



Problema 3
Fie matricea A € M, (Z), unde n > 2 este prim. Ardtati ca det(A + AT) # n.

Mihai Opincariu, Brad

Solutie

d
Atunci det(A + AT) = 4ad — (b + ¢)?. Daca 4ad — (b + ¢)? = 2, atunci 2|b + ¢, deci
42, fals. Deducem ca n > 3. Cum n este prim, n va fi impar

. . b
Presupunem prin reducere la absurd contrariul. Pentru n = 2 fie A = (CCL )

Avem det(A — AT) = det((A — AT)T) = det(AT — A) = (=1)"det(A — AT) =
—det(A — A7), deci det(A — AT) = 0.

Polinomul P(X) = det(A + X AT) are toti coeficientii intregi iar P(—1) + P(1) este
par. Atunci deducem ci P(1) = det(A + AT) = n este par, contradictie.



Problema 4

Fie F multimea functiilor definite pe N* cu valori in {—1,1}. Pentru fiecare f € F

— f(k
definim girul (a,(f))n>1 prin a,(f) = Z %, pentru orice n > 1.

k=1
a) Aratati cd (a,(f))n>1 este convergent, pentru orice f € F. Notam L(f) limita sa.
b) Aratati ca pentru orice f,g € F cu f # g avem L(f) # L(g).

c) Aratati ca L(f) € R\ Q, pentru orice f € F.
Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie

a) Sirul i este strict crescator g marginit, deci convergent. Intr-adevar
k=1 n>1

3

"1 1
— <14y —— <2
| — k(k+1)

Daca f # 1, fie A = {k € N*|f(k) = 1} si B = {k € N*|f(k) = —1}. Atunci

1 S . . . .
a,(f) = Z i Z L Insa, din aceleasi considerente, cele doua siruri care

k=1,kcA k=1,keB
apar in diferenta sunt convergente, deci si sirul diferenta este.

b) Daca f # g, fie k cel mai mic numar natural nenul pentru care f(k) # g(k).

Presupunem fara a restrange generalitatea ca f(k) =1 si g(k) = —1. Atunci, pentru
2 «— fl—glp) _ 2 ~ 1
n>kaveman(f)—an(g):ﬂ+ Z T>E_2 Z o
p=k+1 p=k+1

n
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= _(14+—"). Ded 3 i ap(f) —an(g) > — — :
%(k’+1)!( +k+2) educem ¢ lim an(f)=an(9) > 17 k+D)! kt+2

0.

c¢) Presupunem ca avem L(f) = E, unde (p,q) = 1. Pentru n > ¢ avem ¢! - a,(f) =
q

q n n

1 1 1

q' E T + ¢! 5 =" + q! E ik unde m € Z. Atunci deducem ca limita
k=1 k=q+1 k=q+1



n

. 1 q "1 q+2
lim ¢! — este Intreaga. Se aratansaca ) < ——— < ¢! —< <
nsoo 1 k§1 k! & (g+1)2 ¢ k§1 El " (g +1)2

1, contradictie.



