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CONCURSUL INTERJUDEŢEAN DE MATEMATICĂ „SIGMA” 

EDIŢIA A XXVIII-A 

11.05.2024 

Clasa a VIII-a 

BAREM 

Subiectul 1 

În sistemul de axe ortogonale 𝑥𝑂𝑦 considerăm punctele 𝑃(𝑎, 𝑏) și 𝑄(𝑏, 𝑎) și notăm cu 𝐺𝑓 reprezentarea 

geometrică a graficului funcției 𝑓: ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑎 ≠ 𝑏,  cu 𝑏 > 𝑎 > 0 numere reale. 

a) Demonstrați că distanța de la P la 𝐺𝑓 nu depinde de b. 

b) Calculați distanța de la Q la 𝐺𝑓. 

Gazeta Matematică 3/2024 (prelucrare) 

Soluție 

 a) Fie 𝐴1 = 𝑝𝑟𝐵𝑃𝐴 și 𝑃1 = 𝑝𝑟𝐴𝐵𝑃, deci 𝑑(𝐴, 𝐵𝑃) = 𝐴𝐴1, respectiv 𝑑(𝑃, 𝐴𝐵) = 𝑃𝑃1. 

 

𝐺𝑓 ∩ 𝑂𝑥 = 𝐴 (−
𝑏

𝑎
, 0), iar 𝐺𝑓 ∩ 𝑂𝑦 = 𝐵(0, 𝑏).                                                                                    (1 punct) 

Se obține 𝐴𝐴1 = 𝑏, 𝐵𝑃 = 𝑎, 𝐴𝐵 =
𝑏

𝑎
⋅ √1 + 𝑎2                                                                                   (1 punct) 

Avem  

𝒜∆𝑃𝐴𝐵 =
𝐴𝐴1 ∙ 𝐵𝑃

2
=

𝑃𝑃1 ⋅ 𝐴𝐵

2
 

deci   

𝑑(𝑃, 𝐴𝐵) = 𝑃𝑃1 =
𝐴𝐴1 ⋅ 𝐵𝑃

𝐴𝐵
=

𝑎 ∙ 𝑏
𝑏

𝑎
⋅ √1 + 𝑎2

=
𝑎2√1 + 𝑎2

1 + 𝑎2
 

(1 punct) 

ceea ce arată că distanța de la punctul P la 𝐺𝑓 nu depinde de b. 
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b) Fie 𝑁 = 𝑝𝑟𝑂𝑥𝑄, deci 𝑁(𝑏, 0) și punctul 𝑅(𝑏, 𝑏). 

𝐴∆𝑄𝐴𝐵 =
𝑑(𝑄, 𝐴𝐵) ∙ 𝐴𝐵

2
= 𝐴𝐵𝑅𝑁𝐴 − 𝐴∆𝐵𝑅𝑄 − 𝐴∆𝐴𝑁𝑄 

=
𝑏(𝑎𝑏 + 𝑏 − 𝑎)

2𝑎
 

(𝟐 𝐩𝐮𝐧𝐜𝐭𝐞) 

Se obține  

𝑑(𝑄, 𝐴𝐵) =
(𝑎𝑏 + 𝑏 − 𝑎)√1 + 𝑎2

1 + 𝑎2
. 

(𝟐 𝐩𝐮𝐧𝐜𝐭𝐞) 

În concluzie, distanța de la Q la 𝐺𝑓 este 
(𝑎𝑏+𝑏−𝑎)√1+𝑎2

1+𝑎2 . 

Subiectul 2.  

Fie 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 o piramida patrulateră, cu muchia bazei 𝐴𝐵 = 16√2 𝑐𝑚 și muchia laterală 𝑉𝐴 = 20 𝑐𝑚. 

a) Arătați că există 𝑛 ∈ ℕ pentru care 𝑉 = 2𝑛, unde 𝑉 reprezintă volumul piramidei 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷. 

b) Punctul 𝑃 se află pe muchia 𝐴𝐵, astfel încât 𝐵𝑃 = 2√17 𝑐𝑚, iar punctul 𝑁 se află pe muchia 𝐵𝐶 

astfel încât suma 𝑉𝑁 + 𝑁𝑃 este minimă. Demonstrați că 𝑁𝐶 = 5𝑁𝐵. 

Soluție 

a) Înălțimea piramidei este ℎ = 12 cm. 

(1 punct) 

Volumul piramidei 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 este 

𝑉 =
𝐴𝑏∙ℎ

3
= 2048𝑐𝑚3.             (1 punct) 

Cum 2048 = 211 se obține 𝑛 = 11 

(1 punct) 

 

b) Suma 𝑉𝑁 + 𝑁𝑃 este minimă atunci 

când punctele 𝑉, 𝑁 și 𝑃 sunt coliniare pe 

desfășurare.                              (1 punct) 

 

Fie 𝑀 mijlocul segmentului 𝐵𝐶. Din ∆𝑃𝐵𝑁~∆𝑉𝑀𝑁 obținem că 
𝐵𝑁

𝑁𝑀
=

𝐵𝑃

𝑉𝑀
=

2√17

4√17
=

1

2
                     (2 punct) 

Atunci 𝐵𝑁 =
1

2
𝑁𝑀, de unde 𝑁𝐶 = 5𝐵𝑁.                                                                                            (2 punct) 
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Subiectul 3.  

Determinați valoarea maximă a produsului 𝑃 = 𝑥𝑦𝑧, unde 𝑥, 𝑦, 𝑧 sunt numere reale strict pozitive, cu  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 510 și 𝑧 ≥ 506. 

Andrei Horvat-Marc 

Soluție și barem 

Din 𝑧 ≥ 506, rezultă 506 + 𝑦 ≤ 𝑧 + 𝑦 ≤ 510, deci 𝑦 ≤ 4.                                                               (1 punct) 

Cum 506 − 𝑧 ≤ 0 și  506 − 𝑦 ≥ 0, avem  

0 ≥ (506 − 𝑦)(506 − 𝑧) = 5062 − 506(𝑦 + 𝑧) + 𝑦𝑧, deci 𝑦𝑧 ≤ 506(𝑦 + 𝑧 − 506)                     (1 punct) 

Atunci 𝑃 = 𝑥𝑦𝑧 ≤ 506 ⋅ 𝑥 ⋅ (𝑦 + 𝑧 − 506).                                                                                        (1 punct) 

Pentru numerele pozitive 𝑥 și 𝑦 + 𝑧 − 506, se aplică inegalitatea dintre media geometrică și media 

aritmetică. Se obține  

𝑥 ⋅ (𝑦 + 𝑧 − 506) ≤
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 506)2

4
=

42

4
= 4 

                                          (2 puncte) 

deci 𝑃 = 𝑥𝑦𝑧 ≤ 506 ⋅ 4 = 2024, cu egalitate pentru 𝑥 = 𝑦 + 𝑧 − 506.                                            (1 punct) 

Cum pentru 𝑥 = 𝑦 = 2 și 𝑧 = 506 avem 𝑃 = 𝑥𝑦𝑧 = 2 ⋅ 2 ⋅ 506 = 2024,  

deduce că pentru 𝑥, 𝑦, 𝑧 numere reale strict pozitive, cu 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 510 și 𝑧 ≥ 506,  

valoarea maximă a produsului 𝑥𝑦𝑧 este 2024.                                                                                     (1 punct) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Subiecte selectate și propuse de către 

Prof. POP OVIDIU-FLORIN 
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