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EDIŢIA A XXVIII-A 

11.05.2024 

 

Clasa a IX-a 

BAREM 
 

Subiectul 1 

Fie 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 și 𝑥𝑛+1 termeni consecutivi nenuli ai unei progresii geometrice cu termeni strict pozitivi și rația 

nenulă, 𝑛 ∈ ℕ∗. Arătați că inegalitatea 

𝑥𝑛−1 ⋅ 𝑥𝑛

𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛
+

𝑥𝑛 ⋅ 𝑥𝑛+1

𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+1
+

𝑥𝑛+1 ⋅ 𝑥𝑛−1

𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛−1
≤

3

2
⋅
𝑥𝑛−1 ⋅ 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛 ⋅ 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛+1 ⋅ 𝑥𝑛−1

𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+1
 

are loc pentru orice 𝑛 ∈ ℕ∗. 

Soluție. 

Dacă 𝑥𝑛−1 = 𝑎 > 0, 𝑥𝑛 = 𝑎 ⋅ 𝑞 > 0 și 𝑥𝑛+1 = 𝑎 ⋅ 𝑞2 > 0, inegalitatea se scrie în forma echivalentă 

𝑎2𝑞

𝑎(1 + 𝑞)
+

𝑎2𝑞3

𝑎𝑞(1 + 𝑞)
+

𝑎2𝑞2

𝑎(1 + 𝑞2)
≤

3

2
⋅
𝑎2𝑞(1 + 𝑞2 + 𝑞)

𝑎(1 + 𝑞 + 𝑞2)
 

(3 puncte) 

ceea ce revine la 

1

1 + 𝑞
+

𝑞

1 + 𝑞
+

𝑞

1 + 𝑞2
≤

3

2
⇔

1 + 𝑞 + 𝑞2

1 + 𝑞2
≤

3

2
⇔ (𝑞 − 1)2 ≥ 0. 

(3 puncte) 

Cazul de egalitate are loc pentru 𝑞 = 1, adică pentru 𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛+1.                                          (1 punct) 

 

Subiectul 2.  

Fie triunghiul 𝐴𝐵𝐶 cu 𝐴𝐵 = 𝑐, 𝐵𝐶 = 𝑎 și 𝐶𝐴 = 𝑏, unde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (0,∞). Fie 𝑇 centrul de greutate al 

triunghiului 𝑀𝑁𝑇, unde 𝑀 ∈ (𝐴𝐵), 𝑁 ∈ (𝐵𝐶), 𝑃 ∈ (𝐶𝐴), cu 𝐴𝑀 = 𝐵𝑁 = 𝐶𝑃. Arătați că dacă are loc 

egalitatea 𝑐 ⋅ 𝐴𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑎 ⋅ 𝐵𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏 ⋅ 𝐶𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ , atunci Δ𝐴𝐵𝐶 este triunghi echilateral. 

Soluție 

Cum 𝑇 centrul de greutate al triunghiului 𝑀𝑁𝑇, avem  

𝑇𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑇𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑇𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗                                                                (1p) 

Fie 𝐴𝑀 = 𝐵𝑁 = 𝐶𝑃 = 𝑥 > 0 și 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ (0,∞) pentru care 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑘1 ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘2 ⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, respectiv 

𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘3 ⋅ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. Atunci 𝑘1 =
𝑥

𝑐
, 𝑘2 =

𝑥

𝑎
, 𝑘3 =

𝑥

𝑏
 și  

𝑐 ⋅ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑥 ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑎 ⋅ 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥 ⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,    𝑏 ⋅ 𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥 ⋅ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗                              (2p) 
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Avem 

𝑐 ⋅ 𝐴𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑎 ⋅ 𝐵𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏 ⋅ 𝐶𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇔ 𝑐(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝑇⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) + 𝑎(𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + 𝑏(𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

(𝑐 ⋅ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑎 ⋅ 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑏 ⋅ 𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝑐 ⋅ 𝑀𝑇⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑎 ⋅ 𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑏 ⋅ 𝑃𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗  

Se obține 

𝑥(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝑐 ⋅ 𝑀𝑇⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑎 ⋅ 𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑏 ⋅ (𝑇𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑇𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0⃗                             (2p) 

Deoarece 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ , rezultă 

(𝑐 − 𝑏) ⋅ 𝑀𝑇⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + (𝑎 − 𝑏) ⋅ 𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗                                                     (1p) 

Faptul că vectorii 𝑀𝑇⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  și 𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ sunt necoliniari implică 𝑐 − 𝑏 = 𝑎 − 𝑏 = 0, deci 𝑎 = 𝑏 = 𝑐,  

deci Δ𝐴𝐵𝐶 este triunghi echilateral.                                                                                                              (1p) 

Subiectul 3.  

Fie 𝑛 un număr natural nenul și 𝑃𝑛(𝑥) = √𝑥2 − 𝑛𝑥 + √𝑥2 − 𝑛2 + √𝑥2 + 𝑛𝑥 − 3𝑥, 𝑥 ≥ 𝑛.  

Pentru 𝑥 ∈ [𝑛2 +
1

3
, ∞),  determinați [𝑃𝑛(𝑥)], unde prin [𝑎] s-a notat partea întreagă a numărului real 𝑎. 

Vasile Giurgi 

Soluție 

Aplicând inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwartz avem 

(√𝑥2 − 𝑛𝑥 + √𝑥2 − 𝑛2 + √𝑥2 + 𝑛𝑥)
2

< (𝑥 − 𝑛 + 𝑥 + 𝑛 + 𝑥)(𝑥 + 𝑥 − 𝑛 + 𝑥) = 9𝑥2. 

De aici rezultă că 𝑃𝑛(𝑥) < 0, ∀𝑥 ≥ 𝑛.                                                                                                (2 puncte) 

 

Aplicând inegalitatea mediilor obţinem 

√𝑥2 − 𝑛𝑥 + √𝑥2 − 𝑛2 + √𝑥2 + 𝑛𝑥 > 3√𝑥(𝑥2 − 𝑛2)
3

,  

       (2 puncte) 

Este suficient să arătăm că 

3√𝑥(𝑥2 − 𝑛2)
3

> 3𝑥 − 1 ⇔ 27𝑥3 − 27𝑥𝑛2 > 27𝑥3 − 27𝑥2 + 9𝑥 − 1 ⇔ 

27𝑥 (𝑥 −
3𝑛2 + 1

3
) + 1 > 0, 

care este adevărată, deoarece 𝑥 > 0 și 𝑥 −
3𝑛2+1

3
≥ 0. Deci 𝑃𝑛(𝑥) > −1, ∀𝑥 ≥ 𝑛2 +

1

3
.                   (2 puncte) 

În concluzie, [𝑃𝑛(𝑥)] = −1 pentru orice 𝑥 ∈ [𝑛2 +
1

3
, ∞), cu 𝑛 ∈ ℕ∗.                                                (1 punct)  

 

 

Subiecte selectate și propuse de către 

Prof. GIURGI VASILE 
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