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Subiectul 1 

Arătați că nu există numere întregi 𝑎, 𝑏, 𝑐 astfel încât (𝑎 + 𝑏√3𝑖)17 = 𝑐 + 𝑖√3. 

Soluție 

Din egalitatea 

(𝐶17
0 𝑎17 − 3𝐶17

2 𝑎15𝑏2 + ⋯ + 38𝐶17
16𝑎𝑏16) + (𝐶17

1 𝑎16𝑏 − 3𝐶17
3 𝑎14𝑏3 + ⋯ + 38𝐶17

17𝑏17) ∙ 𝑖√3 = 𝑐 + 𝑖√3 

se obține (𝐶17
1 𝑎16 − 3𝐶17

3 𝑎14𝑏2 + ⋯ + 38𝐶17
17𝑏16) ∙ 𝑏 = 1 ceea ce implică 

𝑏 = ±1.                             (3 puncte) 

Dacă 𝑏 = 1, cum 𝐶17
𝑘  se divide cu 17, pentru orice 𝑘 ∈ {1,2, … ,16}, rezultă 38 − 1 = 6560 ⋮ 17, fals. 

Deci 𝑏 = −1                                                                                                                                         (1 punct) 

Similar, dacă 𝑎 ≠ ±1, deducem că 𝑎2 divide 38 + 1 = 2 ∙ 17 ∙ 193, fals.                                          (1 punct) 

Dacă 𝑎 = 1, avem (1 − 𝑖√3)17 = 𝑐 + 𝑖√3, de unde folosind scrierea trigonometrică, obținem  

217 sin
85𝜋

3
= √3, adică sin

𝜋

3
=

√3

217, absurd. În mod analog se elimină și cazul 𝑎 = −1.             (2 puncte) 

 

 

Subiectul 2.  

Determinați numerele reale 𝑥, 𝑦, 𝑧 pentru care au loc egalitățile 

(√𝑥)
log2 𝑥

+ 𝑦
log2

1

𝑦 = (√𝑦)
log2 𝑦

+ 𝑧log2
1

𝑧 = (√𝑧)
log2 𝑧

+ 𝑥log2
1

𝑥 =
3√2

3

2
. 

Soluție 

Condiții de existență 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0, ∞). 

Avem (√𝑥)
log2 𝑥

= 2
1

2
(log2 𝑥)2

 și 𝑥log2
1

𝑥 = 2−(log2 𝑥)2
, cu analoagele                                         (2 puncte) 

Cu notațiile (log2 𝑥)2 = 2𝑎 , (log2 𝑦)2 = 2𝑏 , respectiv (log2 𝑧)2 = 2𝑐 , sistemul inițial devine  

{

2𝑎 + 4−𝑏 = 3 ∙  2−
2

3

2𝑏 + 4−𝑐 = 3 ∙  2−
2

3

2𝑐 + 4−𝑎 = 3 ∙  2−
2

3

 

Considerăm funcția 𝑓: [0, ∞) → ℝ, cu 𝑓(𝑡) = 2𝑡 + 4−𝑡.  
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Avem 𝑓 (
1

3
) = 3 ∙  2−

2

3, iar prin adunarea egalităților precedente se obține  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑐) = 3 ⋅ 𝑓 (
1

3
)                                                 (2 punct) 

Se arată că pentru 𝑎 >
1

3
 se obține 𝑏 >

1

3
 și 𝑐 >

1

3
. Cum 𝑓 este strict crescătoare pe (

1

3
, ∞), rezultă  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑐) > 3 ⋅ 𝑓 (
1

3
). Analog pentru 𝑎 <

1

3
 se obține 𝑏 <

1

3
 și 𝑐 <

1

3
. Cum 𝑓 este strict 

descrescătoare pe (0,
1

3
), rezultă 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑐) < 3 ⋅ 𝑓 (

1

3
)                                                     (2 puncte) 

Atunci 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 =
1

3
, ceea ce implică 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 2

±√
2

3                                   (1 punct) 

 

Subiectul 3.  

Arătați că funcția 𝑔: ℕ∗ → ℕ∗, unde 𝑔(𝑛) este numărul cuburilor perfecte din intervalul [𝑛3, 3𝑛3], este 

surjectivă. 

 

Soluție și barem 

Avem 𝑔(𝑛) = [𝑛√3
3

] − 𝑛 + 1 ∈ ℕ.                                                                                                     (1 punct) 

Atunci 𝑔(𝑛 + 1) − 𝑔(𝑛) = [𝑛 √3
3

+ √3
3

] − [𝑛√3
3

] − 1 ∈  {0,1}                                                        (2 punct) 

Cum 𝑔(𝑛 + 1) ≥ 𝑔(𝑛).avem că șirul (𝑔(𝑛))
𝑛≥ 1

 este crescător                                                         (1 punct) 

cu 𝑔(𝑛) > 𝑛, deci șirul (𝑔(𝑛))
𝑛≥ 1

 este nemărginit                                                                             (1 punct) 

Deoarece 𝑔(𝑛 + 1) − 𝑔(𝑛) ≤ 1, cu 𝑔(1) = 1, se deduce că Im(𝑔) = ℕ∗ 

ceea ce asigură faptul că funcția 𝑓 este surjectivă                                         (2 puncte) 
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