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Clasa a XlI-a
BAREM
Subiectul 1

Fie a € (0, ). Fie sirurile (a,)n>1 $i (by)n>1 peNtru care a; = a si
Ani1)? _ Qpyt1

( an ) T aZ+a,+1’

a) Aritaticib, = b; +n—1oricarearfin >1,cub; = (1+a) a2

b) Calculati 111_{{)10 a,.

1+a,=d%-b, n=1.
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Solutie
a) Cum
Aptp)\2 peq + 1 ai+a,+1 apq+1
( n+1) — ) n+1 = n Zn — n+21 =1+ bn — bn+1
an ag +a, +1 as Ani1
(1 punct)
Din
n n
z br+1 = Z(l + by)
. k=1 k=1
se deduce b, = b; + n— 1 pentruoricen > 1 (2 puncte)
b) Avem
1+a,=ad% b, a’b,—a,—1=0
cum a, > 0, deci
1+1+4-b, "
a, = , n=>1.
" 2 b,
(1 punct)
Cum lim b,, = oo se deduce
n—-oo
_ 1+ J1+4+4-b, 1 1 1 4
lim a, = lim =—-lim|—+ [+—|=0
n—oo n—oo 2-b, 2 n-ow\ by bz b,
(3 puncte)
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Subiectul 2. Fie 4,B € M5(C),cuA # B, (A — B)? = 05 si A% = ABA. Aritati ci
det(xA+yB) =0, Vx,y€C.

Gazeta Matematica 1/2024

Solutie
Din (A — B)? = 05 se obtine A*> + B> = AB + BA si det(A — B) = 0.
Din A% + B%? = AB + BA se deduce AB? = A%B si B*A = BA?
Presupunem det(4) # 0. Atunci A3 = ABA = A = B contradictie, deci
det(4) = 0.
Presupunem det(B) # 0. Atunci AB?> = A’B = B? = BA = A = B contradictie, deci
det(B) = 0.
Presupunem det(4 + B) # 0. Atunci A% + B2 = AB + BA implici
det(4% + B?) # 0 si det(AB + BA) = 0
Se deduce A% = AB = BA = B?, deci det(4B + BA) = 0 contradictie, deci
det(A+ B) = 0.
Fie functia f: C - C, cu f(z) = det(A + zB) oricare ar fi z € C.
Avem f(z) =det(B) - z3+c-z2+d -z + det(4A) = cz? + dz,unde ¢,d € C
Dinf(1) =det(A+B)=0=c+dsif(—1) =det(A—B) =0 = c — d sc obtine
f(z) = det(A + zB) = 0 oricare ar fi z € C.
Pentru x € C* avem
det(xA + yB) = det<x (A +%B)> =x3. det(A +%B) =x3 -f(z) =0

X

Pentru x = 0 avem det(xA + yB) = det(yB) = y3 - det(B) = 0
Tn concluzie, det(xA + yB) =0, Vx,y € C.

(1 punct)
(1 punct)

(0,5 puncte)
(0,5 puncte)
(0,5 puncte)
(0,5 puncte)
(0,5 puncte)

(1 punct)
(0,5 puncte)

(0,5 puncte)
(0,5 puncte)

Colegiul National ”Dragos Voda”

Sighetu Marmatiei, Mihai Viteazu 14, Maramures 435500
Tel. 0262.311.958 /Fax 0262.318.509

Email: cndv.sighet@gmail.com, Web: www.cndv.ro



mailto:cndv.sighet@gmail.com

COLEGIUL NATIONAL

) SOCIETATEA DE STIINTE
+DRAGOS VODA MATEMATICE DIN
SIGHETU MARMATIEI ROMANIA

Subiectul 3.

Determinati functiile f: [0, ) — R, continue in punctul x, = 1, cu proprietatea ca

fO)=fOHN<(x—fO) F&EH +xy+y%), Vxye[0,0).
Gazeta Matematica 12/2023 (prelucrare)

Solutie si barem
Pentru x = y = 0 se obtine f2(0) < 0, deci f(0) =0
Pentru y = 0 se obtine f(x3) < xf (x?) oricare ar fi x € [0, )
Pentru x = 0 se obtine f(y3) = y2f(y) oricare ar fi y € [0, )
Deci x2f (x) < f(x®) < xf(x?) oricare ar fi x € [0, ), ceea ce implici (1 puncte)
fe) _ f(x*) < f(x?)
x — x3 T x?
Fie functia h: (0,0) = R, cu h(t) = @ Se arata ca

h (tsi") <h(t) <h (t@)n), Vte (0,00),n €N

Prin trecere la limita, cAnd n — oo, cum h este continud in x, = 1,
se obtine h(t) = h(1) pentru orice t € (0, ).
Atunci f(x) = ax, oricare ar fi x € (0, ), unde a = h(1). (3 puncte)

Inegalitatea din enunt devine 0 < xy(1 — a)[(1 + a)x + y]
Pentrua > 1rezultd 1 —a < 0 si xy[(1 + a)x + y] > 0 contradictie
Pentrua < —1six =y rezulta xy(1 —a) > 0si (1 + a)x + y < 0 contradictie
Pentru a = +1 se obtine 0 inegalitate adevarata.
Pentrua € (—1,1),cum1—a >0sil1+a >0,
se obtine xy(1 — a)[(1 + a)x + y] > 0 pentru orice x,y € (0, )
In concluzie, functia cautata este
f(x) = ax, oricare ar fi x € [0,0), unde a € [—1,1]. (3 puncte)

Subiecte selectate si propuse de catre
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