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CONCURSUL INTERJUDEŢEAN DE MATEMATICĂ „SIGMA” 

EDIŢIA A XXVIII-A 

11.05.2024 

 

Clasa a XI-a 

BAREM 

Subiectul 1 

Fie 𝑎 ∈ (0, ∞). Fie șirurile (𝑎𝑛)𝑛≥1 și (𝑏𝑛)𝑛≥1 pentru care 𝑎1 = 𝑎 și  

(
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
)

2

=
𝑎𝑛+1 + 1

𝑎𝑛
2 + 𝑎𝑛 + 1

,        1 + 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛
2 ⋅ 𝑏𝑛,       𝑛 ≥ 1. 

a) Arătați că 𝑏𝑛 = 𝑏1 + 𝑛 − 1 oricare ar fi 𝑛 ≥ 1, cu 𝑏1 = (1 + 𝑎) ⋅ 𝑎−2. 

b) Calculați lim
𝑛→∞

𝑎𝑛. 

Gazeta Matematică 10/2023 (prelucrare) 

Soluție  

a) Cum  

(
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
)

2

=
𝑎𝑛+1 + 1

𝑎𝑛
2 + 𝑎𝑛 + 1

⟺
𝑎𝑛

2 + 𝑎𝑛 + 1

𝑎𝑛
2

=
𝑎𝑛+1 + 1

𝑎𝑛+1
2 ⟺ 1 + 𝑏𝑛 = 𝑏𝑛+1 

 (1 punct) 

Din  

∑ 𝑏𝑘+1

𝑛

𝑘=1

= ∑(1 + 𝑏𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

se deduce 𝑏𝑛 = 𝑏1 + 𝑛 − 1 pentru orice 𝑛 ≥ 1                                                                                  (2 puncte) 

b) Avem 

1 + 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛
2 ⋅ 𝑏𝑛 ⟺ 𝑎𝑛

2𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 − 1 = 0 

cum 𝑎𝑛 > 0, deci 

𝑎𝑛 =
1 + √1 + 4 ⋅ 𝑏𝑛

2 ⋅ 𝑏𝑛
,    𝑛 ≥ 1. 

(1 punct) 

Cum lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞ se deduce  

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

1 + √1 + 4 ⋅ 𝑏𝑛

2 ⋅ 𝑏𝑛
=

1

2
⋅ lim

𝑛→∞
(

1

𝑏𝑛
+ √

1

𝑏𝑛
2

+
4

𝑏𝑛
) = 0. 

(3 puncte) 
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Subiectul 2. Fie 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ3(ℂ), cu 𝐴 ≠ 𝐵, (𝐴 − 𝐵)2 = 𝑂3 și 𝐴3 = 𝐴𝐵𝐴. Arătați că 

det(𝑥𝐴 + 𝑦𝐵) = 0,    ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ. 

Gazeta Matematică 1/2024 

Soluție  

Din (𝐴 − 𝐵)2 = 𝑂3 se obține 𝐴2 + 𝐵2 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 și det(𝐴 − 𝐵) = 0.                                            (1 punct) 

Din 𝐴2 + 𝐵2 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 se deduce 𝐴𝐵2 = 𝐴2𝐵 și 𝐵2𝐴 = 𝐵𝐴2                                                        (1 punct) 

Presupunem det(𝐴) ≠ 0. Atunci 𝐴3 = 𝐴𝐵𝐴 ⇒ 𝐴 = 𝐵 contradicție, deci 

det(𝐴) = 0.                                                                                                                                      (0,5 puncte) 

Presupunem det(𝐵) ≠ 0. Atunci 𝐴𝐵2 = 𝐴2𝐵 ⇒ 𝐵2 = 𝐵𝐴 ⇒ 𝐴 = 𝐵 contradicție, deci 

det(𝐵) = 0.                                                                                                                                      (0,5 puncte) 

Presupunem det(𝐴 + 𝐵) ≠ 0. Atunci 𝐴2 + 𝐵2 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 implică  

det(𝐴2 + 𝐵2) ≠ 0 și det(𝐴𝐵 + 𝐵𝐴) ≠ 0                                                                                        (0,5 puncte) 

Se deduce 𝐴2 = 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐵2, deci det(𝐴𝐵 + 𝐵𝐴) = 0 contradicție, deci 

det(𝐴 + 𝐵) = 0.                                                                                                                              (0,5 puncte) 

Fie funcția 𝑓: ℂ → ℂ, cu  𝑓(𝑧) = det(𝐴 + 𝑧𝐵) oricare ar fi 𝑧 ∈ ℂ. 

Avem 𝑓(𝑧) = det(𝐵) ⋅ 𝑧3 + 𝑐 ⋅ 𝑧2 + 𝑑 ⋅ 𝑧 + det(𝐴) = 𝑐𝑧2 + 𝑑𝑧, unde 𝑐, 𝑑 ∈ ℂ                          (0,5 puncte) 

Din 𝑓(1) = det(𝐴 + 𝐵) = 0 = 𝑐 + 𝑑 și 𝑓(−1) = det(𝐴 − 𝐵) = 0 = 𝑐 − 𝑑 se obține  

𝑓(𝑧) = det(𝐴 + 𝑧𝐵) = 0 oricare ar fi 𝑧 ∈ ℂ.                                                                                      ( 1 punct) 

Pentru 𝑥 ∈ ℂ∗ avem 

 det(𝑥𝐴 + 𝑦𝐵) = det (𝑥 (𝐴 +
𝑦

𝑥
𝐵)) = 𝑥3 ⋅ det (𝐴 +

𝑦

𝑥
𝐵) = 𝑥3 ⋅ 𝑓 (

𝑦

𝑥
) = 0                  (0,5 puncte) 

Pentru 𝑥 = 0 avem det(𝑥𝐴 + 𝑦𝐵) = det(𝑦𝐵) = 𝑦3 ⋅ det(𝐵) = 0                                                   (0,5 puncte) 

În concluzie, det(𝑥𝐴 + 𝑦𝐵) = 0,    ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ.                                                                                (0,5 puncte) 
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Subiectul 3.  

Determinați funcțiile 𝑓: [0, ∞) → ℝ, continue în punctul 𝑥0 = 1, cu proprietatea că 

𝑓(𝑥3) − 𝑓(𝑦3) ≤ (𝑥 − 𝑓(𝑦)) ⋅ (𝑓(𝑥2) + 𝑥𝑦 + 𝑦2),      ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ [0, ∞). 

Gazeta Matematică 12/2023 (prelucrare) 

Soluție și barem 

Pentru 𝑥 = 𝑦 = 0 se obține 𝑓2(0) ≤ 0, deci 𝑓(0) = 0           

Pentru 𝑦 = 0 se obține 𝑓(𝑥3) ≤ 𝑥𝑓(𝑥2) oricare ar fi 𝑥 ∈ [0, ∞) 

Pentru 𝑥 = 0 se obține 𝑓(𝑦3) ≥ 𝑦2𝑓(𝑦) oricare ar fi 𝑦 ∈ [0, ∞) 

Deci 𝑥2𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥3) ≤ 𝑥𝑓(𝑥2) oricare ar fi 𝑥 ∈ [0, ∞), ceea ce implică                                            (1 puncte) 

𝑓(𝑥)

𝑥
≤

𝑓(𝑥3)

𝑥3
≤

𝑓(𝑥2)

𝑥2
 

Fie funcția ℎ: (0, ∞) → ℝ, cu ℎ(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑡
. Se arată că  

ℎ (𝑡
1

3𝑛) ≤ ℎ(𝑡) ≤ ℎ (𝑡(
2

3
)

𝑛

) , ∀ 𝑡 ∈ (0, ∞), 𝑛 ∈ ℕ∗  

Prin trecere la limită, când 𝑛 → ∞, cum ℎ este continuă în 𝑥0 = 1,  

se obține ℎ(𝑡) = ℎ(1) pentru orice 𝑡 ∈ (0, ∞). 

Atunci 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, oricare ar fi 𝑥 ∈ (0, ∞), unde 𝑎 = ℎ(1).                                                                 (3 puncte) 

 

Inegalitatea din enunț devine 0 ≤ 𝑥𝑦(1 − 𝑎)[(1 + 𝑎)𝑥 + 𝑦] 

Pentru 𝑎 > 1 rezultă 1 − 𝑎 < 0 și 𝑥𝑦[(1 + 𝑎)𝑥 + 𝑦] > 0 contradicție 

Pentru 𝑎 < −1 și 𝑥 = 𝑦  rezultă 𝑥𝑦(1 − 𝑎) > 0 și (1 + 𝑎)𝑥 + 𝑦 < 0 contradicție 

Pentru 𝑎 = ±1 se obține o inegalitate adevărată. 

Pentru 𝑎 ∈ (−1, 1), cum 1 − 𝑎 > 0 și 1 + 𝑎 > 0,  

se obține 𝑥𝑦(1 − 𝑎)[(1 + 𝑎)𝑥 + 𝑦] > 0 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ (0, ∞) 

În concluzie, funcția căutată este 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, oricare ar fi 𝑥 ∈ [0, ∞), unde 𝑎 ∈ [−1,1].                   (3 puncte) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Subiecte selectate și propuse de către 

Prof. TIVADAR CORNEL-MARIUS 

mailto:cndv.sighet@gmail.com

