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Clasa a Xll-a
BAREM
Subiectul 1
Fie f:[0,1] - R o functie continua pe [0,1] pentru care inegalitatea
1
j f(tdt =

X

1 — x?

are loc oricare ar fi x € [0,1]. Aratati ca
1
1
ffz(x) dx > 3T
0

Solutie
Cum f este continua, avem ca f admite primitive. Fie F:[0,1] - R o primitiva a functiei f.

A2
Relatia din ipoteza problemei devine F(1) — F(x) = 1Tx, vx € [0,1].

Atunci [, (F(1) = F(x))dx > [ 17 gy = % .

0 2
Avem
F()=x-F)|} = j(x-F(x)'dx) = JF(x)dx+fx-f(x)dx
0 0 0
deci
jx-f(x)dx =F(1) — JF(x)dx = J (F(l) —F(x))dx 21
0 0 0 3

Din (f(x) — x)? = 0 oricare ar fi x € [0,1], se obtine

Wl =
I

flfz(x)dx > fl(fo(x) —x%)dx =2 .%_
0 0

(1 punct)

(1 punct)

(2 puncte)

(1 punct)

(2 puncte)
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Subiectul 2. Fie (R, +,-) un inel In care are loc proprietatea

exista k € N astfel incat egalitatea x>**+D+1 = x5k+1 gre |oc pentru orice x € R.

Aritati cd ecuatia x2 = 0 are solutie unici in R.

Andrei Horvat-Marc

Solutie
Numerele 5(k + 1) + 1 si 5k + 1 au paritati diferite, deci pentru x :== —1,
din (=1)>®+D+1 = (—1)5k+1 g¢ obtine —1 = 1,deci 1 +1 =0

ceea ce implica x + x = 0 oricare ar fi x € R. (2 puncte)
Fie @ € R o solutie a ecuatiei a? = 0. Atunci (1+ a)? =1+a+a+a? = 1. (1 punct)
Cum(1+a)?=1,avem (1+a)? =1si (1+ a)?™*! =1+ a, oricare ar fin € N. (2 puncte)
Din (1 + a)>®+D+1 = (1 + )%**! se obtine 1 + a = 1, deci a = 0. (1 punct)
Tn concluzie, ecuatia x> = 0 are solutia unici x = 0 € R. (1 punct)
Subiectul 3.
a) Aratati ca
j‘lln(1+x) _min2
o 1+x2 T T8
b) Calculati
3
|
J sin2x —cos2x + 1 x
4
Solutie si barem
a) (3 puncte)
Metoda 1. Tn integrala I; = fl ln(1+x) dx se face schimbarea de variabila 1 + x = -, cu dx = — —dt
Se obtine
I_Jlan—lnt ( )dt—l 5. f f Int
T 4—4y:2y2 t2 " (t — )2 + 1 (t—1D2+1 1
y
..... 2
= —ln 2-arctg (t—1)
..... )
Atunci
mln2
2I; =In2 - (arctg1 —arctg 0) = 2
Deci

In(1 +x) mln2
f dx =
o 1+x? 8
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Metoda 2. Tn integrala I; = |’ lnl(“x) — = dt. Se obtine ,
I—ﬁl (1+t t)dt—fnl 1+t t = nl (1+1_gt>dt
=) 8 )" g — )" 1+tgt
o= [ n () e = ﬁl a1
1= ) Mg t - )" !
Deci
Hn(1 + x) mln2
j- —dx =
o 1+x 8
b) Tn integrala
z
I = j - = 1f d
_nsian—c052x+1 Zn sinx 1+ctgx *
4 4
(1 punct)
se face schimbarea de variabild x = ctgt, cu — Sii’;x = dt si se obtine
0 1
1 (arcctgt
_EJ g (- d)——farcctgt-(ln(t+1))’dt
1 0
(1 punct)
Integrand prin parti, rezulta
Y (= T, ' J‘lln(1+t)dt _ 1(7tln2 1)
“g\perecte e+ D) =) T ) =T Tk
(1 punct)
Deci
I_f x _1(7Tln2 nan)_37Tln2
") sin2x—cos2x+1° 2\ 4 8 ) 16
4
(1 punct)

Subiecte selectate si propuse de catre
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