TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIV-a 2024,

Targu Lapus, 01.09.2024-07.09.2024
Clasa a Vll-a

1. a) Aratati cd dacd a si b sunt numere rationale pentru care va + Vb € Q, atunci Va € Q.
b) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia

Vax+1+Vx+3=y.

2. Determinati suma tuturor fractiilor ireductibile din multimea

M = {ﬁ |k € N*,k < 2024},

3. Se considera dreptunghiul ABCD si P un punct oarecare pe diagonala (BD). Pe semidreapta
(CP se ia punctul M, astfel incat [PM] = [CP] si se duc ME L AD si MF L AB,unde E € AD si
F € AB. Demonstrati ca:

a) EF || AC;

b) punctele E, F si P sunt coliniare.

Subiectele au fost selectate si propuse de:

conf. univ. dr. Horvat-Marc Andrei, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Centrul Universitar
Nord Baia Mare

prof. Zetea Bogdan, Scoala Gimnaziala ,, George Cosbuc’ Sighetu Marmatiei

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. a) Aratati cd dacd a si b sunt numere rationale pentru care va + Vb € Q, atunci Va € Q.
Solutie:

Daci a, b € Q, atunci a — b € Q, deci (va —Vb)(va +Vb) € Q.

Cum+/a + b € Q, se obtine Va — Vb € Q. 1 punct
Atunci (Va + vb) + (Va — vb) € Q, deci 2va € Q. 0.5 puncte
Tn concluzie Va € Q. 0.5 puncte

b) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia
Vix +1+Vx+3=y.

Solutie:
Dinv4x + 1 ++Vx + 3 € Nscobtinevdx + L€ Qsivx + 3 € Q. 1 punct
Cum x € N, rezultd 4x + 1 € N si x + 3 € N sunt patrate perfecte. 1 punct
Fie a,b € N pentru care 4x + 1 = a? si x + 3 = b%. Atunci 4b? — a? = 11 1 punct
2b—a)(2b+a) =11 0.5 puncte
{ 2b—a=1 {a =5

2b+a=11 b=3 1 punct

Se obtine unica solutie
x=6s1y=28. 0.5 puncte

2. Determinati suma tuturor fractiilor ireductibile din multimea

k .
M = {55z |k € N, k < 2024},
Solutie:
S <o o .k . . . . 2024—k . .
Arata cd daca fractia o2 CSte ireductibild, atunci si fractia ~oaa SSte ireductibila
.k 2024—k - . —
sio— # — ——oricare ar fi k =1,2023. 2 punct

Numirul numerelor relativ prime cu 2024 = 23 - 11 - 23 este

1 1 1
2024 =23-11-23-(1——)-(1——)-(1——)=4-10-22=880
P ) 2 11 23

Deci multimea M contine 880 de elemente. 3 puncte
Fie S suma tuturor elementelor din multimea M.

Avem ca 2S este suma tuturor fractiilor zokj’ 1 < k <2023, unde (k,2024) =1,
adica 1 < k < 2023 este numdr natural relativ prim cu 2024.

k 2024—-k
Cum —+
2024 2024

= 1, se obtine S = 440. 2 puncte



3. Se considera dreptunghiul ABCD si P un punct oarecare pe diagonala (BD). Pe semidreapta
(CP se ia punctul M, astfel incat [PM] = [CP] si se duc ME L AD si MF 1 AB, unde E € AD si
F € AB. Demonstrati ca :

a) EF || AC;

b) punctele E, F si P sunt coliniare.

Solutie:
C C
p
J 0
M E
N
F A
a) Cum PO este linie mijlocie, rezulta PO || AM, deci AM || BD. 1 punct
Atunci <MAF = <DBA = «CAB. 1 punct
Patrulaterul AEMF este dreptunghi, deci <EFA = <MAF. 1 punct
Se obtine XEFA = <CAB, deci EF || CA. 1 punct
b) Fie AM n EF = {N}.
Punctul N este mijlocul segmentului AM, punctul P este mijlocul segmentului MC,
deci NP este linie mijlocie in triunghiul AMAC . 1 punct
Atunci NP || AC. 1 punct

CumEF |l CAsi E € NP, rezulta ca punctele P, E, F sunt coliniare. 1 punct



