TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIV-a 2024,
Targu Lapus, 01.09.2024-07.09.2024
Clasa a Vlll-a

1. Fie a,b,c R care verifica proprictatea a” +b’ +c*+ab+bc+ca = 2. Demonstrati ci
la+b+c|<+3.

2. In exteriorul planului patratului ABCD se considerd punctul V cu proprietatea ci bisectoarele
unghiurilor «<VBC si <«<VDC sunt coplanare.
a) Sa se arate ca bisectoarele unghiurilor <CVBA si <t(VDA sunt coplanare.

b) Fie (BE, E €VC bisectoarea unghiului «<<VBC si O centrul patratului. Daca (OE este
bisectoarea unghiului <tVOC, aflati masura unghiului <VBD.

3. Fie A o multime cu Kk >2 numere naturale nenule. Numim partitie sincronizata o pereche de multimi
nevide (M,N) care partitioneaza multimea A (adicdc M,NcA, MON=C si MUN=A) si
pentru care cel mai mic multiplu comun al elementelor unei multimi este egal cu cel mai mare divizor

comun al elementelor celeilalte multimi. Spunem ca acest numar este mdsura partitiei.
a) Demonstrati ca multimea A admite mai putin de K partitii sincronizate.

b) Daca multimea A admite mai mult de > partitii sincronizate, demonstrati ca printre acestea

existd cel putin una a carei masura este element al multimii A.
c) Pentru k =6, construiti un exemplu de multime A care admite numarul maxim de partitii
sincronizate cu proprietatea ¢ masura niciuneia dintre acestea nu este element al multimii A.

Subiectele au fost selectate si propuse de:
prof. Musuroia Nicolae, Colegiul National ,, Gheorghe Sincai” Baia Mare
prof. Bojor Florin, Colegiul National ,, Gheorghe Sincai” Baia Mare

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Fie a,b,c € R care verifica proprietatea a® +b? +¢* +ab+bc+ca=2. Demonstrati ca

la+b+c|<
Solutie: Inmultind egalitatea cu 2 se obtine ci (a+b+ C)2 +a’+b’+c =4, 2p
b 2
Dar a2+b2+czzw,Va,b,CGR ........................................................................ 2p
X 2 (a+b+C)2 2
Se obtine (a+b+c) +——"-<4 < (a+h+c) <3 < |atb+c[<V3 o, 3p

2. In exteriorul planului patratului ABCD se considera punctul V cu proprietatea ci bisectoarele
unghiurilor «<VBC si <«<VDC sunt coplanare.
a) Sa se arate ca bisectoarele unghiurilor <CVBA si <t(VDA sunt coplanare.

b) Fie (BE, E €VC bisectoarea unghiului <«<VBC si O centrul patratului. Daca (OE este

bisectoarea unghiului <cVOC, aflati masura unghiului <«tVBD.
Solutie:
A a) Fie (BE, E €VC bisectoarea unghiului <<VBC . Atunci

/| bisectoarea unghiului <<VDC apartine planului (DBE) si
2 planului (VDC) , deci este intersectia acestor plane, adica

fe——f———>»" DE.
N Aplicand teorema bisectoarei in triunghiurile AVBC si
A o - v AVDC , ne rezulti ci ve = VE =— VD , dar
I ./ l BC EC DC’
| / BC=DC =VB=VD.
[/ Fie BM si DN bisectoarele unghiurilor <<VBA si <«<VDA,
VM VB VD VN

F & atunci —=— = ——, de unde rezulta ca

MA BA DA NA’

M = N = ca bisectoarele unghiurilor <<VBA si <t{VDA sunt coplanare.
b) Daca (OE e bisectoarea unghiului «<VOC = VO _VE VB :>VO oc [
OC EC BC VB BC 2

N

=VO=—VB.
2

Construim F simetricul lui V fatd de O, atunci VBFD este paralelogram si cum VB =VD =VBFD
este romb. Dar FB=VB =VO+/2 si VF =2VO, deci VF? =VB? + BF? = «VBF =90° = VBFD
este patrat=><VBD =45



3. Fie A o multime cu k >2 numere naturale nenule. Numim partitie sincronizata o pereche de multimi
nevide (M , N) care partitioneazd multimea A (adicac M,Nc A, M(IN=C si MUN=A) si

pentru care cel mai mic multiplu comun al elementelor unei multimi este egal cu cel mai mare divizor
comun al elementelor celeilalte multimi. Spunem ca acest numar este mdsura partitiei.
a) Demonstrati ca multimea A admite mai putin de K partitii sincronizate.

b) Daca multimea A admite mai mult de > partitii sincronizate, demonstrati ca printre acestea

existd cel putin una a carei masura este element al multimii A.
c) Pentru k =6, construiti un exemplu de multime A care admite numarul maxim de partitii
sincronizate cu proprietatea ca masura niciuneia dintre acestea nu este element al multimii A.

Solutie: a) Fie A= {ai,az,...,ak} cu O<a <a, <..<a, si (M,N) o partitie sincronizata. Atunci
pentru orice meM si orice neN avem ca m<cmmmc(M ): Cmde(N )<n, deci existd
ie{1,2,..,k-1} pentru care M ={a,,a,,....a} si N={a,,,a.,,....a,}, deci numarul acestora

este cel mult k —1, deci admite mai putin de k partitii sincronizate.

.., € A astfel incat a,

b) Cum A admite mai mult de 3 partitii sincronizate, atunci va exista a,, a

si &, sunt masurile a doua partitii sincronizate, deoarece in caz contrar numarul acestora este cel
n-1)+1 ni_n
mult Q =| — |<—, caree fals.
2 2] 2

Avem atunci cmmmc(a,,a,,...,a ) =cmmdc(a,,,a,,,,...,a, ), deci cmmmc(a,,a,,...., ;) divide pe

i+1?
i+1 € A

a.,, atunci cmmmc(a,, a,,....,a;,, ) = &, , deci partitia asociata indicelui i+1 este a
c) Conform lui a) partitiile sincronizate sunt asociate cu indicii i € {1,2,3,4,5} . Partitiile asociate
indicilor i=1si i =5 au masurile elemente din A, deci nu convin. Pentru i €{2,3,4}, avem trei

partitii din care doud sunt cu indici consecutivi, conform lui b) masura uneia va fi in A. Asadar
numarul maxim de partitii sincronizate cautat este cel mult 2.
Vom arata ca exista o multime care are doud partitii sincronizate.

Alegem A={2,3,12,18,72,108}, cu partitia {2,3},{12,18,72,108} a cérei masura este 6£A si
partitia {2,3,12,18},{72,108}, a carei masura este 36 £A.



