TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIV-a 2024,
Targu Lapus, 01.09.2024-07.09.2024
Clasa a IX-a

X z 3
1. a) Sa se arate ca + y + >—,VXVy,z2>0.
y+z Z+X X+y 2
b) Se considerd numerele a,b,c >0 astfel incat a+b+c=s. Demonstrati ca

a+b b+c c+a

J5-ab) Y6500 5o a)

2. Sa se determine functiile f :[R — R care verifica relatia

f(x)- f(y)+f(x+y)=Ff(X)+f(y)+x-y, vx,yeR.

>3.

Vasile Pop

not
3. Fie A Ay...Ay, n=4un poligon Tnscris intr-un cerc. Pentru orice triunghi AAjA; = T, notam cu

Hr ortocentrul triunghiului si cu Gy centrul de greutate al punctelor {Ag, Ap,.... Ay }\ {Ai A, Ak}.

Sa se arate ca dreptele Hy Gy sunt concurente.
Vasile Pop

Subiectele au fost selectate si propuse de:
prof. Boroica Gabriela, Colegiul National ,,Vasile Lucaciu” Baia Mare
prof. Boroica Gheorghe, Colegiul National ,, Gheorghe Sincai” Baia Mare

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. a) Sa se arate ca + + >—,VXY,2>0.
y+z Z+X X+y 2

b) Se considerd numerele a,b,c >0 astfel incat a+b+c=s. Demonstrati ci
a+b b+c c+a

+ + >3.
\/(s—a)(s—b) \/(s—b)(s—c) \/(s—c)(s—a)

Solutie:

2 2 2 TA 2
a) X ¥,z X Y Lz X+y+2) 23(xy+xz+yz)=§ .................. 3p

Yy+Z Z4+X X+Yy y+Z z+x x+y  2(xy+xz+yz) 2(xy+xz+yz) 2

my<m, ~ e
b) Avem \/(s—a)(s—b) gs > anrS b _2s 25 C):s+c si analoagele
Atunci
E= a+h + b+c + cra >2(a+b)+2(b+c)+2(c+a) ....................... 2p

J(s=a)(s=b) [(s-b)(s—c) (s-c)(s—a) s+C s+a s+b
Notand a+b=x>0, b+c=y>0,c+a=2z>0, obtinem
a)
EZZ( X ¥,z j22-§:3 ..................................................................................................... 2p
Y+Z Z+X X+Y 2

2. Sa se determine functiile f :[R — R care verifica relatia

f(x)- f(y)+f(x+y)=Ff(x)+f(y)+x-y, vx,yeR. (1)

1)
Solutie : y=0= f (O)( f(x) —1) =0,vxeR. Dacd f(0)=0= f(x)=1 VxelR, care nu verifica relatia

Vasile Pop

din ipoteza. Deci (0) =0 .o 1p
Pentru y=—x(:13(f(x)—1)(f (—x)—l):l—xZ,VXeR 72 R 1p
n (2), pentru x=1, obtinem ( f(1)=1)(f(=1)=1) =0 ccccoorrrrrreeiiircsrrrcrercissssseessssesssneieenens 1p
Cazul 1: f(1)=1

Din (1), pentru y =1, obtinem f (x+1)=x+1 VxeR < f(X)=x, VxeR, care verificd (1)........c........ 2p

Cazul 2: f(-1)=1
Din (1), pentru y=-1, obtinem f (X—l) =—(x-1),xeR<f (X) =-X, VX e R, care verifica (1)......2p



not
3. Fie AiAp...Ay, n=4un poligon nscris Tntr-un cerc. Pentru orice triunghi A/AjAc = T, notdm cu

Hy ortocentrul triunghiului si cu Gy centrul de greutate al punctelor { Ay, Ap,...,Ap}\ {Ai A A }

Sa se arate ca dreptele Hy Gy sunt concurente.
Vasile Pop

Solutie .

Poligonul fiind Tnscris In cerc avem ry =ra +ra +ra , e = si

g H=TA 1A +TA » 1G 3
S = A A, i TA e 2p
DreaptaHGareecuagiaF=(1—t)-a+t-E=(1—t—ﬁj-a+%-§ ........................................... 2p

Alegem t astfel incat 1—t L Oot= n
n-3 n-2

de T, 8dICA de AATA A )errriiiicrreessieees s 2p

(alegerea e facuta astfel incat punctul cautat sa nu depinda

E
|

Pentru acest t obtinem punctul comun M cu vectorul de pozitie W =



