TABARA JUDETEANA CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIV-a 2024,
Targu Lapus, 01.09.2024-07.09.2024

Clasa a X-a
. aA A . |C . .
1. Fie a,b,ceC, a# 0 astfel incat |—|=3si |[-|=4. Aratati ca 1< |a)| <4, unde w e Ceste o radacina
a a

a ecuatiei az +bz+c=0.

2. Fie a,be Q. Determinati functiile £ :(Q) — Q care satisfac ecuatia functionala
f(x+ a+ f(y)) = f(x+b)+y,‘v’x,y €Q.
Vasile Pop

3.a) Fie ne N, n= 3. Calculati suma S= Z(—l)k k-Cly

k=1
b) Fie A, cu |A| > 3, o multime de puncte din plan, 7~ (A) este multimea tuturor submultimilor lui A si
7 este multimea regiunilor poligonale convexe inchise care au varfurile in puncte din multimea A . Pentru
fiecare pereche (R,P) e RxP (A) , notim cu S(R,P) cardinalul multimii RN P.
Fiecarui punct din A i se aloca un scor dupa urmatorul algoritm:
e initial toate punctele din multimea A au scorul 0;
e pentru fiecare pereche (R,P)e &x#(A), dacd S(R,P) este un numdr par, atunci scorul

fiecarui punct din RN P se mareste cu S(R,P) , lar daca S(R,P) este un numar impar, atunci
scorul fiecdrui punct din RN P se micsoreaza cu S(R ,P) .
e algoritmul se Tncheie atunci cand fiecarei perechi (R,P) e K x P(A) i s-a alocat o singurd data

scorul.
Aratati ca dupa aplicarea integrala a algoritmului, fiecare punct din multimea A are scorul O.
Cristi Savescu

Subiectele au fost selectate si propuse de:
prof. Giurgi Vasile, Colegiul National ,, Dragos Voda” Sighetu Marmatiei
conf. univ. dr. Horvat-Marc Andrei, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Centrul Universitar Nord Baia Mare

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu punctedela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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Clasaa X-a
BAREM
. A . |C . .
1. Fie a,b,ceC, a# 0 astfel incat |—| =3 si |—|=4. Aratatica 1< |a)| <4, unde w e C este o radacina
a a

a ecuatiei az +bz+c=0.
Solutie:

Avem |b|=3-|dsi |[d=4-|4] 0.5 puncte

Fie @ e C o radicini a ecuatiei a +bz+ c= 0. Atunci
—c=aw’ +bo=|d = ‘aa)2 +ba)‘ :

0.5 puncte
Cum ‘c';za)2 +ba)‘ < ‘aa)2‘+|ba)| = |al|-|a)|2 +|b||a)|, se obtine
a4 <|d-@f +3-|d-|o] = [@f + 3-|o] - 4> 0.
care implica |w|> 1. 3 puncte
Cum ‘aa)z +ba)‘ > ‘aa)2‘—|ba)| = |a|-|a)|2 —|b||a)|, se obtine
2142 [4-lof - 3o ol = Jof ~ 3ol - 2= 0,
care implica || < 4. 3 puncte
In concluzie 1<|o|< 4.
2. Fie a,be Q. Determinati functiile £ :(QQ — (Q care satisfac ecuatia functionala
f(x+ a+ f(y)) = f(x+b)+y,Vx,y eQ.
Solutie:
Dacd y,,y,€Q si f(y,)=f(y,), atunci
f(x+ a+ f(yl)) = f(x+b)+yl
f(x+ a+t f(yz)) = f(x+b)+y2
deci y, =y,. Rezulta ca functia £ este injectiva. 2 puncte
Pentru x=—a se obtine £( £(y))= f(-a+b)+y,VyeQ,
deci f este surjectiva. 1 punct

Dacd f este surjectiva, atunci existd ze Q pentru care x= f{z)—a,
iar ecuatia functionala devine
f(f(2)+ f(y)) = f( £(2) - a+b)+ f{ f(y)) - £f(-a+Db)

care se poate scrie (Cu u= f(z), v=f(y) si c=b-a)



(1.1 f(u+v)=f(u+c)+ f(v)—f(c).
Pentru v= £{y) =0 se obtine £{u)= f{u+c)+ £{0)— £{( c), iar dupa inlocuirea in
(1.1) rezulta

Hu+v) = £(a)+ (1)~ £(0). punet

Pentru g(u)= f{u)— £{0) rezulta ecuatia lui Cauchy
g(u+ v) = g(u)+ g(v) Nuve@.

Atunci, existd o € Q pentru care g(u)=a-u, oricare ar fi ue Q. 1 punct
Rezultd f(x)=ax+ £(0), oricare ar fi xeQ. 1 punct
Dupa inlocuirea 1n ecuatia initiala, rezulta solutiile
f(x)=x+b—aVxeQ
£(x)=—x+b-a,VxeQ. 1 punct

3.a) Fie neN, n> 3. Calculati suma S= Z(—l)k k-Cly

k=1
b) Fie A, cu |A| > 3, 0 multime de puncte din plan, 7 (A) este multimea tuturor submultimilor lui A si
/¢ este multimea regiunilor poligonale convexe inchise care au varfurile in puncte din multimea A . Pentru
fiecare pereche (R,P) e RxP (A) , notdm cu S(R,P) cardinalul multimii RN P.
Fiecarui punct din A i se aloca un scor dupa urmatorul algoritm:
e initial toate punctele din multimea A au scorul O;
e pentru fiecare pereche (R ,P) eRxP (A) , daca S(R ,P) este un numar par, atunci scorul

fiecarui punct din R P se mareste cu S(R,P) , lar daca S(R,P) este un numar impar, atunci
scorul fiecdrui punct din RN P se micsoreaza cu S(R ,P) .

e algoritmul se incheie atunci cand fiecarei perechi (R,P) eRxP ( A) i s-a alocat o singura data

scorul.
Aratati ca dupa aplicarea integrala a algoritmului, fiecare punct din multimea A are scorul O.
Solutie:

n

8) 5=Y(-1) k-Cl =D (- cf:i+i(—l)k~(k—l)-0fii

SN (n-1)!

s=2 ()"l 2D () =

. . n B (n—Z)!

S=—(1-1) +(“‘1);(_1) (n-k)4(k-2)!

o O+(n—1)'i(—1)k Nor =(n_l),n§(_l)k.cf_2 =(n—1).(1— 1)”‘2 =0 4 puncte

b) Fie X € A, /&, regiunile din 7 care contin punctul X si S, scorul punctului X . Atunci

S;= (ZR:(—l)k ~k~cf;‘}l~2”] => (2” -(i(—l)k : k~c;‘}1D =0 3 puncte

Ref, \ k=1 RefR, k=1



