TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIV-a 2024,

Targu Lapus, 01.09.2024-07.09.2024
Clasa a Xl-a

1.Fie ABeM, (Z) astfel ca A-B = 1,. Sa se arate ca pentru orice N € N numerele situate pe aceeasi

linie sau pe aceeasi coloand in matricele A" si B" sunt relativ prime.
Vasile Pop

2. Fie sirul (a,) , definit prin aoeR*\{l\neN*} si (a,-1)(1+a,,)=-1VneN. Studiati
- n

convergenta sirului (an )n>0 .

Robert Rogozsan

3. Se considera p >0 sisirul (a,) , definitprin a, =a, =1 si a,,, =%/a+pal, , vneN".

- !
Calculati lima, si lim—.

n—o n—oo n

Gheorghe Boroica

Subiectele au fost selectate si propuse de:
prof. Boroica Gheorghe, Colegiul National ,, Gheorghe Sincai” Baia Mare
student Rogozsan Robert, Universitatea Bucuresti

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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BAREM
1. A-B=1,=det(A-B)=det(l,) = det(A)-det(B)=1=det(A),det(B)e {1} ................ 2p
Atunci det(A") € {21}, det(B") € {£L} woovoooiiiiivrrreressssssissssneeesssens s 1p

X Ya

Fie A" = (z . JEM (7)) = Xty = YaZy = L 1p
Fie (x,,z,)= t, - ¥,z, = d|£1 =d =1, deci elementele de pe coloana 1 a
matricei A" sunt prime intre ele. Analog pentru restul liniilor si coloanelor............cc.ccocvvvriennne 3p

ip.
2. Daca existd keN" astfel incit a =0, pentru n=k-1=a,,=0 si inductiv rezulta
a,=0(F), asadar a, #0,VneN.
1 1

Din ipotezd = a, =a,,, —a,a,,,,Vn=>0=>—=—-1, Vn>0.
an+1 an
< < 1 .
Dacd notam cu b,=—, avem b ,=b -1Vvn>0 deci Db ,=b,—n,Vvn>0
a

n

= limb, =—o= lima, =0, deci (a,)  este convergent la 0.

n—oo n—oo

3. Prin inductie se demonstreaza ca a, >0,vn=>0.

Avem a_, =3a’+pa’, >3al=a,vn>1= (a, )n>0 e crescdtor, deci existd lima, e RU {+oo}

n—oo

Presupunem ci e R = £=3(*+ p® < p*=0= K:O(F), deci lima, =0 .....ccceoeeeee. 3p

n—oo

Daca n>1, atunci

p T .clestelui
O<a, <a, <?a +pa’ <3 =a, + :>1< s 1+ = lim&ut o,

n—o a
a
Deoarece a,,, —a, =3/al+pal, —a, = Pah
3 2
J(as+ pan_l) +a,3(a} + pal,)+a’

a 2
iy p
- - =,
a2 2 az 3
3[1+ pa’:;lj +31+p a_l +1

. . . Cpsa
Folosind lema lui Stolz-Cesaro obtinem cd liM—2 = ... 4p

n—o n




