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e+ (2x+1)e" +x?
- e*+x+1 '
Gabriela Boroica, Revista ,,Argument” Nr. 24/2023

1. Aflati primitivele functiei f :[0,00) >R, f(X)

2. Fie M ={AeM, (R)[A°~A*-A=2I}.
a. Aratati cd M = J si pentru orice Ae M avem 1< det(A) <2",
b. Fie GL, (R)= {A eM, (R)|det(A) # O} . Demonstrati ca nu exista o submultime nevida H a

lui M care sa fie parte stabila a lui GL, (R) in raport cu Tnmultirea matricelor.

3. FieaeRsi f:R—R o functie pentru care inegalitatea
f()-f(y)
X—y
are loc oricare ar fi X,y € R, cu X# Y. Aratati ca daca functia f admite primitive pe R, atunci f
este continua pe R .

+x-y|za

Andrei Horvat-Marc

Subiectele au fost selectate si propuse de:
conf. univ. dr. Horvat-Marc Andrei, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Centrul Universitar Nord Baia Mare
prof. Bojor Florin, Colegiul National ,,Gheorghe Sincai” Baia Mare

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Scriem integrala convenabil:
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2.a.Daci Ae M, atunci A’ —A” — A— 21, =0, deci orice valoare proprie a matricei A verifica
~1+i/3 ~1-i/3
Ay = S
2 2
posibilele valori proprii @le MALIICET A ..o 1p
Dar polinomul caracteristic matricei A, are coeficienti reali, deci 4, si 4, au acelasi ordin de

“1+iV3 -1-iV3
5 .

2

unt

ecuatia A°— A’ —1-2=0<(1-2)(A*+A+1)=0,deci 4, =2,4, =

multiplicitate, in plus

. . . . .. . . n ~ A
Dar determinatul unei matrice este produsul valorilor proprii, deci existd p € {01[5} astfel Tncat

det(A) =P (2.2 23)‘) =2"?"  de unde rezultd CONCIUZIA...........oveevereeereereereeeesseereseeeseensesseseenien, 2p

b. Presupunem ¢ca H < M este o parte stabild nevida a lui GL, (R) , atunci existd Ae H , de unde

AeM.
Dacid H e parte stabila, atunci prin inductie se demonstreaza cd A* e H,VK e N .....ccoccovvvvrrcinercinnenne. 1p

Dacd presupunem ci det(A) =2ie {1, 2,..., n} , atunci det(A" ) = [det(A)]k =2k > pentru

k>n+1,deci A* €M = A" £H , contradictie. Deci orice matrice din H are doar valorile proprii

~1+iv/3
2
Valorile proprii ale matricei A— 21, sunt nenule deci det(A—21,)#=0, deci A—2l, este inversabila.

Cum AeM = A°—A*—A-21, =0, < (A-21,)(A*+A+1,)=0,, deci A°+A+l,=0,.
Atunci A’—1 =0, = A’=1_.



Din faptul ¢ H eparte stabili > A’e H =1, eH =1 . eM = 12 -12-1 =21, & -1 =2I

(F) , deci nicio submultime nevida a lui M NU este parte Stabila..........ccooevviiriienenneseee e 2p
3. Metoda |
. k _
Fie n e N un numar natural fixatsi 4, =—,k=0,n.
n

Pentru t<s considerdm X, =(1— 4 )-t+A,-s, oricare ar fi k €{0,1,2,...,n} .

Avem X, , — X, =(ﬂm—/1k)(s—t)=sT_t, oricare ar fi k €{0,1,2,...,n—-1}.

Din ipoteza, pentru k € {0,1,...,n -1}, avem:

f(Xk”)_f(Xk)+|xk+1—xk|205:>n- F T 2 s 2p

X1 — X s—t n
Prin adunarea acestor inegalitati, se obtine:

n-1
n n
— > (F (%)= (%)) +(s—t)2na=——(f(x,)—f(%))+(s—t)=na.
S—t &= s—t
. _f(s)=f(t) s-t . s ,
Cum X, =S si X, =1, rezulta : + " 2 « . Prin trecere la limitd, cdnd N —> 00, se obtine
S —_

f(s)-f(t
L'[()Za: f(s)-f (t)Zas—at = f (S)—asz f (t)—at ,cut<s,

S —
deci functia N: R — R, cu h(X) = f (X)—aX, este strict creSCAOAre. ......rrvrveerrrrmmmnrrrrrrreessssssnneee 3p
Cum functia f admite primitive rezult ca functia h admite primitive si fiind strict crescitoare este
continud. Deci functia f este continud ca suma de doud functii CONtINUE. ........coovrvrvrveerinriceriisiceeeas 2p
Metoda 11

Pentru X >y, relatia din ipoteza devine:
f(x)=f(y)+(x=y) 2a(x-y) o[ f(X)—ax]-[f(y)-ay]z-x*+2xy-y?
Atunci
[f (x)—ax+2x2]—[f (y)—ay+2y2]2 x* +2xy —3y®
Pentru X,y >0, avem
[f (x)—ax+2x2]—[f (y)—ay+2y2]2(x—y)(x+3y) >0, deci functia
g: [0, oo) —->R,g (X) =f (X) —aX+2x* este crescitoare si admite primitive deci este continud, prin
urmare functia f este continua pe [0, OO) ca suma de trei functii CONtinUE..........ccoceveriiereninesiee e 3p
Pentru X,y <0, avem
[f (x)—ax—2x2]—[f (y)—ozy—2y2]2—3x2 +2xy+y? =(y—x)(3x+Yy)=0, deci functia
—

| —
<0 <0

h: (—oo, O] — R,h (X) =f (X) —ax—2X?, este crescitoare si admite primitive, deci este continud, prin

urmare functia f este continua pe (—OO, 0] ,deciva fi continud pe R ......coovvviiiiiiiiiccc 4p



