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BAREM DE CORECTARE, CLASA A X-A

Subiectul 1.

a) Ardtati ca pentru orice u, v € C*, cu |u| = |v|, are loc egalitatea
u v
v

b) Fie a, b, c € C* trei numere complexe nenule, cu |a| = |b| = |c|.
Aritati cd daci ecuatia ax? + bx + ¢ = 0 are o solutie de modul egal cu 1, atunci b? = ac.
Solutie:

a)
Lolouti=vov o [ul? = |v? (1p)
v @ - - P
b)
Fie z;, z, € C solutiile ecuatiei, cu |z;| = 1. 1 p)
Dinz, - z, =§ se obtine |§| =1=|z]-|z,], deci |z,| = 1. (1p)
Avem
b + 1 1
—o z1+z
=L, TntnmRtA
o 1722 2 7 (1p)
Cum
)= g ATRTATR (1p)
se obtine
_b -
“a__b__a
c a b
a (1p)
de unde rezultd b* = ac (1p)

Subiectul 2. Fie functia f: R — R definita prin f(x) = x3 + ax? + bx + ¢, unde a, b, ¢ € R. Aritati ca f este
injectivd dacd si numai dacd a? < 3b.
Gazeta Matematica

Solutie.

fG) = fO) = (x=ylx*+(a+y)x+y*+ay+b] (p)

Pentru ecuatia in x

x2+ (a+y)x +y? + ay + b = 0 se obtine discriminantul

Ay = —-3y? —2ay +a* —4b (1p)

Pentru ecuatia in y

—3y? — 2ay + a® — 4b = 0 se obtine discriminantul

A, = 16(a* — 3b) (1p)
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=" Daci f este o functie injectiva, atunci A; < 0 oricare ar fi y € R, deci A, < 0,

ceea ce revine la a® < 3b @ p)
<" Dacd a? < 3b, atunci A, < 0, ceea ce implicd —3y% — 2ay + a? —4b < 0

oricare ar fi y € R, deci x2 + (a + y)x + y? + ay + b > 0 oricare ar fi x,y € R.

Atunci ecuatia f(x) — f(y) = 0 admite unica solutie x = y, ceea ce implica faptul ca

functia f este injectiva. 2p)

Subiectul 3. a) Fie a € (1, ) si functia f: N \ {0,1} - R definita prin f(n) = Ya + Va~1. Aritati ca
functia f este monotona.
b) Determinati numarul natural n € N \ {0,1} pentru care are loc egalitatea

rl\/5xfﬁ+18+n\/5\/ﬁ—18=\/ﬁ

Andrei Horvat-Marc

Solutie.
a)
F) — fn+1) = ¥a - "Va + o= —
Na "Va (1 p)
nn+1) nn+1)
(n+1) n(n va™ — Vantl
f = f+1) =" Nartt =N ——
a2n+1 (1 p)
nn+1) M  n(n+1) 1
f(n)_f(n+1):( an+1— va”)(l—W>
Va2l (1p)
n(n+1) n(n+1) . 1 .
Cuma € (1, ) avem Vantl — va® >0 S1 Waznﬂ < 1, deci
f(n) — f(n+ 1) > 0 oricare ar fin € N\ {0,1}, ceea ce implica faptul ca functia f este
strict descrescatoare, deci monotona. (1p)
b)
Arata ca
(5V13 +8)(5V13-8) =1 (1p)
i/sxfﬁ+18+i/5J1_—18=x/E (1p)
Pentru a = 5vV13 + 18, avem +/5v13 + 18 + v/5v13 — 18 = %a + Va1, deci comform a),
ecuatia f (n) = V13 are solutia unici n = 3. 1p)
Subiectul 4. Fie w € C\ R, cu |w| # 1. Aratati ca functia f: C — C definita prin f(z) =z + w - Z este
inversabila.
Solutie.
Fie z,,z, € C
f)—f(z) =0 (21 —2) +tw(z; —7;) =0 (1p)
Cum (z; —23) t w(z; —2,) =0 (0,5p)
se obtine (z; — 2,)(1 — |w]?) = 0, (1p)
de unde rezulta z; = z,, deci f este injectiva. (0,5 p)
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Fie u € C. Egalitatea f(z) = u implica

Ztw-zZ=u (1p)
Cum
Ztw-z=1uU (0,5p)
se obtine z(1 — |w|?) = u — w - u, deci
1
z=—— - (u—w-u) €C
1-|w|? (1p)
ceea ce implica faptul ca functia f este surjectiva. (0,5 p)
Finalizare (1p)
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