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Concursul regional „PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XVI-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2023 

BAREM DE CORECTARE,  CLASA A X-A 

 

Subiectul 1.  

a) Arătați că pentru orice 𝑢, 𝑣 ∈ ℂ∗, cu |𝑢| = |𝑣|, are loc egalitatea  

𝑢

𝑣
=

𝑣̅

𝑢̅
. 

b) Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ∗ trei numere complexe nenule, cu |𝑎| = |𝑏| = |𝑐|.  

Arătați că dacă ecuația 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 are o soluție de modul egal cu 1, atunci 𝑏2 = 𝑎𝑐.  

Soluție:  

a) 
 

𝑢

𝑣
=

𝑣̅

𝑢̅
⇔ 𝑢 ⋅ 𝑢̅ = 𝑣 ⋅ 𝑣̅ ⇔ |𝑢|2 = |𝑣|2                                                                                                                          (1 p) 

b)  

Fie 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ soluțiile ecuației, cu |𝑧1| = 1. (1 p) 

Din 𝑧1 ⋅ 𝑧2 =
𝑐

𝑎
  se obține |

𝑐

𝑎
| = 1 = |𝑧1| ⋅ |𝑧2|, deci |𝑧2| = 1.  (1 p) 

Avem  

−
𝑏
𝑎

𝑐
𝑎

=
𝑧1 + 𝑧2

𝑧1 ⋅ 𝑧2
=

1

𝑧2
+

1

𝑧1
= 𝑧2̅ + 𝑧1̅ 

(1 p) 

Cum  

− (
𝑏

𝑎
)

̅̅ ̅̅ ̅
= −

𝑏̅

𝑎̅
= 𝑧1 + 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧1̅ + 𝑧2̅ 

(1 p) 

se obține 

−
𝑏
𝑎

𝑐
𝑎

= −
𝑏̅

𝑎̅
= −

𝑎

𝑏
 

(1 p) 

de unde rezultă 𝑏2 = 𝑎𝑐 (1 p) 

 

Subiectul 2. Fie funcția 𝑓: ℝ → ℝ definită prin 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, unde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ. Arătați că 𝑓 este 

injectivă dacă și numai dacă 𝑎2 ≤ 3𝑏. 

Gazeta Matematică 

Soluție.  

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = (𝑥 − 𝑦)[𝑥2 + (𝑎 + 𝑦)𝑥 + 𝑦2 + 𝑎𝑦 + 𝑏]  (1 p) 

Pentru ecuația în 𝑥 

 𝑥2 + (𝑎 + 𝑦)𝑥 + 𝑦2 + 𝑎𝑦 + 𝑏 = 0 se obține discriminantul 

 Δ1 = −3𝑦2 − 2𝑎𝑦 + 𝑎2 − 4𝑏 (1 p) 

Pentru ecuația în 𝑦 

−3𝑦2 − 2𝑎𝑦 + 𝑎2 − 4𝑏 = 0 se obține discriminantul 

Δ2 = 16(𝑎2 − 3𝑏)  (1 p) 
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„⇒” Dacă 𝑓 este o funcție injectivă, atunci Δ1 < 0 oricare ar fi 𝑦 ∈ ℝ, deci Δ2 ≤ 0, 

ceea ce revine la 𝑎2 ≤ 3𝑏  (2 p) 

„⇐” Dacă 𝑎2 ≤ 3𝑏, atunci Δ2 ≤ 0, ceea ce implică −3𝑦2 − 2𝑎𝑦 + 𝑎2 − 4𝑏 < 0 

oricare ar fi 𝑦 ∈ ℝ, deci 𝑥2 + (𝑎 + 𝑦)𝑥 + 𝑦2 + 𝑎𝑦 + 𝑏 > 0 oricare ar fi 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

Atunci ecuația 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = 0 admite unica soluție 𝑥 = 𝑦, ceea ce implică faptul că 

funcția 𝑓 este injectivă.  (2 p) 

 

Subiectul 3. a) Fie 𝑎 ∈ (1, ∞) și funcția 𝑓: ℕ ∖ {0,1} → ℝ definită prin 𝑓(𝑛) = √𝑎
𝑛

+ √𝑎−1𝑛
. Arătați că 

funcția 𝑓 este monotonă. 

b) Determinați numărul natural 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0,1} pentru care are loc egalitatea 

√5√13 + 18
𝑛

+ √5√13 − 18
𝑛

= √13 

Andrei Horvat-Marc 

Soluție.  

a) 

𝑓(𝑛) − 𝑓(𝑛 + 1) = √𝑎
𝑛

− √𝑎
𝑛+1

+
1

√𝑎
𝑛 −

1

√𝑎
𝑛+1  

(1 p) 

𝑓(𝑛) − 𝑓(𝑛 + 1) = √𝑎𝑛+1
𝑛(𝑛+1)

− √𝑎𝑛𝑛(𝑛+1)
+

√𝑎𝑛𝑛(𝑛+1)
− √𝑎𝑛+1

𝑛(𝑛+1)

√𝑎2𝑛+1
𝑛(𝑛+1)  

(1 p) 

𝑓(𝑛) − 𝑓(𝑛 + 1) = ( √𝑎𝑛+1
𝑛(𝑛+1)

− √𝑎𝑛𝑛(𝑛+1)
) (1 −

1

√𝑎2𝑛+1
𝑛(𝑛+1) ) 

(1 p) 

Cum 𝑎 ∈ (1, ∞) avem √𝑎𝑛+1
𝑛(𝑛+1)

− √𝑎𝑛𝑛(𝑛+1)
> 0 și 

1

√𝑎2𝑛+1
𝑛(𝑛+1) < 1, deci  

𝑓(𝑛) − 𝑓(𝑛 + 1) > 0 oricare ar fi 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0,1}, ceea ce implică faptul că funcția 𝑓 este 

strict descrescătoare, deci monotonă. (1 p) 

b)  

Arată că  

(5√13 + 8)(5√13 − 8) = 1 (1 p) 

√5√13 + 18
3

+ √5√13 − 18
3

= √13 
(1 p) 

Pentru 𝑎 = 5√13 + 18, avem √5√13 + 18
𝑛

+ √5√13 − 18
𝑛

= √𝑎
𝑛

+ √𝑎−1𝑛
, deci comform a), 

ecuația 𝑓(𝑛) = √13 are soluția unică  𝑛 = 3.  (1 p) 

 

Subiectul 4. Fie 𝜔 ∈ ℂ ∖ ℝ, cu |𝜔| ≠ 1. Arătați că funcția 𝑓: ℂ → ℂ definită prin 𝑓(𝑧) = 𝑧 + 𝜔 ⋅ 𝑧̅ este 

inversabilă. 

Soluție.  

Fie 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ  

𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑧2) = 0 ⇔ (𝑧1 − 𝑧2) + 𝜔(𝑧1̅ − 𝑧2̅) = 0  (1 p) 

Cum (𝑧1̅ − 𝑧2̅) + 𝜔̅(𝑧1 − 𝑧2) = 0 (0,5 p) 

se obține (𝑧1 − 𝑧2)(1 − |𝜔|2) = 0,  (1 p) 

de unde rezultă 𝑧1 = 𝑧2, deci 𝑓 este injectivă. (0,5 p) 
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Fie 𝑢 ∈ ℂ. Egalitatea 𝑓(𝑧) = 𝑢 implică  

𝑧 + 𝜔 ⋅ 𝑧̅ = 𝑢 (1 p) 

Cum  

𝑧̅ + 𝜔̅ ⋅ 𝑧 = 𝑢̅ (0,5 p) 

se obține 𝑧(1 − |𝜔|2) = 𝑢 − 𝜔 ⋅ 𝑢̅, deci 

𝑧 =
1

1 − |𝜔|2
⋅ (𝑢 − 𝜔 ⋅ 𝑢̅) ∈ ℂ  

(1 p) 

ceea ce implică faptul că funcția 𝑓 este surjectivă. (0,5 p) 

Finalizare (1 p) 

 


