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Concursul regional „PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XVI-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2023 

BAREM DE CORECTARE,  CLASA A XI-A 

 

Subiectul 1. Se consideră matricea 
1 2

1 0
F

 
=  
 

. Arătați că: 

a) 
2

2 22F F I O− − = ; 

b) ( )2 2

2

1
... ,

2

n nI F F F F F n+ + + + + = −   . 

Soluție: 

a) 
2

1 2 1 2 3 2

1 0 1 0 1 2
F F F

    
=  = =    

    
 

2

22F F I− − =  2

3 2 1 2 2 0 0 0

1 2 1 0 0 2 0 0
O

       
− − = =       

       
…………………………………………………..2 p 

b) Demonstrăm prin metoda inducției matematice 

Pentru 1n = avem: ( )3

2

1

2
I F F F+ = − 3 3

2 22 2 2 3I F F F F I F + = −  = +  

Conform punctului a) 
)

2 3 2 3

2 22 2 2 3
a

F F I F F F F F I F= +   = +  = + , deci propoziția este adevărată 

pentru 1n = ..................................................................................................................................................2 p 

Presupunem că ( )2 2

2

1
...

2

k kI F F F F F++ + + + = − este adevărată, unde ,k  fixat, și demonstrăm că 

( )2 1 3

2

1
...

2

k kI F F F F F+ ++ + + + = −  este adevărată.  

( ) ( )2 1 2 2

2 2 2 2

1
... ...

2

k k kI F F F I F I F F F I F F F+ ++ + + + = +  + + + + = +   − =

( ) ( ) ( ) ( )
)

3 2 3 3 3

2 2 2 2 2

1 1 1 1
2

2 2 2 2

a
k k k kI F F I F F I I F F I F F+ + + += +  − = +  − − = +  − − =  −  

Deci propoziția este adevărată pentru n   .........................................................................................3 p 

Subiectul 2. Fie matricea ( )nA M astfel încât 
3 ,nA O= cu , 2.n n  Fie ( )nY M  o soluție a 

ecuației matriceale 
2X AX XA A+ + = . 

a) Arătați egalitatea ( )2 2 2 2 2A X AX XA A A XA+ + = , pentru orice matrice ( )nX M ; 

b) Arătați că nAYA O= ; 

c) Știind că ecuația 
2X AX XA A+ + = are soluția unică 

0 ( )nX M , determinați 0X în funcție de 

matricea A . 

doctorand Mihai Zelina 
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Soluție: 

a)  
2 2 2 2 2 3 2 2 4 2 2 2 2

3( ) nA X AX XA A A XA A XA A XA A XA O XA A XAO+ + = + + = + + =  

2 2A XA= .....................................................................................................................................................1 p 

b) din a) deducem că egalitatea 
2 2 2 2 2( )A Y AY YA A A YA+ + =  implică 

5 2 2A A YA= , deci  

2 2

nA YA O= ...................................................................................................................................................1 p 

Din 
2 2 2( )A Y AY YA A A+ + =  se deduce

2 3 2 2

nA Y A Y A YA O+ + = , deci 
2

nA Y O= ..............................1 p 

Din egalitatea 
2( )A Y AY YA A A A A+ + =   se deduce

2 3

nAYA A YA AYA O+ + = , deci 

nAYA O= .......................................................................................................................................................1 p 

 c) Din 
2 2 2 2 2 4

0 0 0 0 0 0( ) nX AX X A A A A X A AX A X A O+ + =  + + = se obține  

2

0 nX A O= .....................................................................................................................................................1 p 

Din 
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0( )A X AX X A A A AX A X AX A A+ + =   + + = se obține  

2

0AX A= ......................................................................................................................................................1 p 

Acum din 
2

0 0 0X AX X A A+ + = se obține
2

0X A A+ = , deci  
2

0X A A= − ..........................................1 p 

Subiectul 3. Fie k  . Considerăm șirul de numere reale ( )
1n n

a


definit prin relația de recurență 

( )1 1 1 ,n n na a k a+  − = +  1n  , cu 1 1.a k +  

a) Determinați limita șirului ( )
1n n

a


. 

b) Determinați valoarea maximă a numărului real ( )0,   astfel încât inegalitatea 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 2... 2nx a x a x a x a n x + + + + + + + +  +       

are loc pentru orice x și orice n  . 

masterand Paul Zelina 

Soluție: 

a) 1

1
n

n

k
a k k

a
+

+
= +  ..............................................................................................................0,5 p 

( )

( )
1 1 1 1

, 1
1

n

nn

a k
n

a ka k

+ − +
=   

− +
...........................................................................................0,5 p 

( )

( )

1
1

1
1

1 1

1

n
i

n
i i

a k

a k k

−
+

−
=

− +


− +
 ........................................................................................................1 p 

( ) ( )1 1

1
1 1n n

a k a k
k −

− +  − +  ............................................................................................1 p 

( ) ( )1 1

1
lim 1 1 lim 0n nn n

a k a k
k −→ →

− +  − +  = .........................................................................0,5 p 
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lim 1n
n

a k
→

= +   ..........................................................................................................................0,5 p        

b)    ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

21 2 3 22 2 2
...

lim 1
2

n

n

x a x a x a x a
x x k

n


→

+ + + + + + + +
+  = + +     

1k  + ...........................................................................................................................................1 p 

Arată că 1k = + verifică inegalitatea dată, folosind inegalitatea  

( )
22 2 2 2 2

2 1 2 2 1 , 1,p px a x a x k p n−+ + +  + +  =  

și finalizare .......................................................................................................................................2 p 

 

Subiectul 4. Se consideră șirul ( )n n
x


definit recurent prin 0

3

4
x = și 

2

1

1 1 n

n

n

x
x

x
+

− −
= , pentru orice n .  

a) Arătați că   1

1

1 1

1 1

n n

n n

x x

x x

+

+

− −
=

+ +
, pentru orice n . 

b) Demonstrați că ( )
12

lim 1 7
n

n
n

x
+

→
+ =   . 
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Soluție: 

a) 

2

1

1 1 n

n

n

x
x

x
+

− −
=

2

1

2
1

1 11

1 1 1

n nn

n n n

x xx

x x x

+

+

− + −−
 = 

+ + − −

( ) ( )
( )

2

1

2
1

1 1 11 11

1 1 1 11 1

n n nn nn

n n n nn n

x x xx xx

x x x xx x

+

+

− + − −− − −−
= =

+ + + − −+ − −

1

1

1 1

1 1

n n

n n

x x

x x

+

+

− −
 =

+ +
………………………….2 p 

b) Notăm    
1

.
1

n
n

n

x
y

x

−
=

+
   Atunci 4

1 0 2 1 0,y y y y y= = = și, inductiv 2
0

n

ny y = ...................1 p      

0 2

3
1

1 14
3 7 71
4

nny y

−

= =  =

+

. Cum 

1

2

1 1

2 2

1 1 7 1
lim 0

1
7 1 7

n

n n

n
n n

n
n

x
x x

x →

− −
=  =  =

+
+

.................................2 p 

Avem ( )
11 lim 22

lim 1
nn

n
n

x

n
n

x e
++

→

→
+ = . Cum 

1 1

2 2
1 1

1 1

2 2

7 1 1 7 1 1
lim 2 lim 2 lim 2 lim 2 ln 7 ln 7

1 2
1 7 1 7

2

n n

n n

n n

n
n n n n

n

x+ +

→ → → →

− −
 =  =   =   =

+ +

................................1 p

( )
11 lim 22 ln 7lim 1 7

nn
n

n
x

n
n

x e e
++

→

→
+ = = = .......................................................................................................1 p 


