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1 2
Subiectul 1. Se considera matricea F = (1 0]. Aratati ca:

a) F2Z-F-21,=0,;

b) L+F+F%+. +F" :%(F“*Z—F),VneN*.

Solutie:

) [1 2}(1 2j (3 2}
a) F2=F-F= =
1 0)lz o) (12
F2—F—2I2=(3 Zj_(l ZHZ OHO szoz ........................................................... 20
1 2)10) {02 (oo

b) Demonstram prin metoda inductiei matematice

Pentru n=1avem: I, +F :%(Fs—F) <21, +2F=F°-F < F*=2l,+3F

a)
Conform punctului a) F? = F +2I, |-F =F°®=F*+2F = F®=21,+3F, deci propozitia este adevarata
0T AL I Tt OSSPSR RSPRPRR 2p

1 . .
Presupunemca |, +F +F 24 +Ff= E( Fk2_F ) este adevaratd, unde K € N7, fixat, si demonstram ca

1
l,+F+F24. . +F*! :_(F“?’— F) este adevarata.

L+ F+F2 4+ F =+ F (L, + F+F 4+ F*)= |2+F~5(Fk+z—|=)=

1

J=l+
=1 +1-(Fk*3—|:2)a=)| +=(F*9—F-21,)=1 +1-(Fk+3—|:)—| == (F*°-F)
2 2 2 2 2 2 2 2

Deci propozitia este adevirati pentru VN € N ........coovieiiveiiieiieiee et 3p
Subiectul 2. Fie matricea Ae M (R) astfel incat A°=0,,cu neN,n>2.Fie Y e M, (R) o solutie a

ecuatiei matriceale X + AX + XAZ = A
a) Aratati egalitatea A’ (X +AX + XAZ)A2 = A*XA?, pentru orice matrice X e M_(R);
b) Aratatica AYA=0,;
c) Stiind ca ecuatia X + AX + XA® = Aare solutia unicd X, € M_(R), determinati X, in functie de

matricea A.
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Solutie:

a)

A (X + AX + XA?) A% = A°XA? + APXA® + AXA" = AZXA? +OnXA2 + AZXAO3 =

2 AZXAZ et 1p
b) din a) deducem ci egalitatea A*(Y + AY +YA?) A> = A*YA” implica A° = A’YA?, deci

Y Y 1p
Din AZ(Y + AY +YA?) = A%. Ase deduce A’Y + A% + A*YA> =0, , deci AYY =0, ..ccovvoervrrerrsrrrenne, 1p
Din egalitatea A(Y +AY +YA?)A= A-A- Ase deduce AYA+ A*YA+ AYA® =0, , deci

TN 7N o N 1p
¢) Din (X, + AX, + X,A2) A2 = A- A2 < X A% + AX A% + X A" = O, se obtine

O o N 1p
Din A(X, + AX,+ X A=A A AX,+ APX, + AX A% = A% se obtine

AX g = AZ oeeeeeeeees ettt ettt et 1p
Acum din X, + AX, + X, A% = Ase obtine X, + A> = A, deci Xy = A= A% oo 1p

Subiectul 3. Fie k eN". Considerim sirul de numere reale (an)n>l definit prin relatia de recurentd

a

n+1

-a,-1=k(a,+1), n>1,cua >k+1.
a) Determinati limita sirului (&, )

n>1"

b) Determinati valoarea maxima a numarului real «a€ (O, oo) astfel incat inegalitatea
\/xz +a/ +\/x2 +al +\/x2 +a +o.+ X+ al, > 20X+’

are loc pentru orice X € Rsiorice ne N".

masterand Paul Zelina

Solutie:
a) a,, —k+ﬂ>k .............................................................................................................. 05p
k+1
ﬁ N T 0,5p
a, (k+1)‘ a, k

nllg (k+1)| 1

1;[ - (k+1)‘ L 1p
o 1p
lim|a, —(k+1)[< fa, = (K+1)[- M 25 = 0t 05p
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M@, S KL e 05p
X2 +aZ X0 +a + X +al +. X+
b) N <I|m\/ g \/ \/ a3 20— (X2 k+1
O S K ALttt bRttt ettt et 1p

Aratd cad o =K +1verifica inegalitatea datd, folosind inegalitatea

\/xz +a,, +\/x2 +a,, > 2x? +(k +1)2,Vp =1n

STTINALIZAIE ... ettt b bbb b n et 2p

. - : 3 1-y1-x: .
Subiectul 4. Se considerd sirul (X, ) __definit recurent prin x, = =si x,,, = —————, pentru oricen € N.
> neN 4° n+: X

1-x.,, [1-X,

a) Aratatica , pentru oricen e N.
1+x,., \1+x,
. . . 2n+1
b) Demonstrati ci lim(1+x,)" =7 .
n—w

Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2023, enunt modificat.

Solutie:
1-J1-x2  1-x, X —1+1-%
a) Xn+l = = = =
Xq 1+Xn+1 X, +1— 1—X§

1_Xn+l — Vl_xg _(1_ Xn) _ \/1_Xn (\/1—'— Xn _\/1_X”) = 1_Xn+l — l_Xn 2 p

L+ Xy 1%, —1-X _\/1+xn (\/1+xn —\/1—xn) 1+ X

-3 =
a4 1 1 - 2 — .
y0=—4=— Yo = Cum1 % _ 11 xn:7 = lIMX, =0, 2p
1+§ 7 2 7 1+Xn on o N—>e0
4 7 1+7
Avem lim(L+x, )" =e™* " cum
1 1
AN
!]i_EEZ“*l-xnz!]mzn*l-7 j:!]i_m 11-2-n_m7 T BN 2-IN7=IN7 oo 1p
1+7% 1+7% on
Iim(1+xn)2"+l=enﬁ$>2 L 1p
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