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Concursul regional ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XV1-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2023

BAREM DE CORECTARE, CLASA A XII-A

Subiectul 1. Fie f:RR —>[1, o) o functie care are primitive si F:R —R o primitiva a sa.

a) Demonstrati ca functia F este bijectiva.

n
b) Daca F(0)=0, demonstrati ca sirul (X, ), =Z ( j este divergent.

Solutie: a) F'(x)=f (x)>0, V xeR, deci F este strict crescitoare, asadar F este injectiva. .................... 1p

Dacd x>0, din teorema lui Lagrange rezultd c exista ¢, (0, X), astfel incat F(x)—F(0)=x-f(c,) ... 1p

Cum pentru orice x>0, F(x)=x-f(c,)+F(0)>x+F(0), rezultd ca Xll_r)rg0 F(X) =40 oo, 1p

Daca x <0, aplicand teorema lui Lagrange pe intervalul (x,0), rezultd analog ca Xﬂrpw F(X)=—%0 . 1p

F este continud, asadar ImF =R, deci F este surjectiva. Fiind si injectiva, functia F este bijectiva ............. 1p

b) Cum pentru orice x>0, F(x)=x-f(c,)+F(0)>x, rezulti ca pentru orice ke N*, F [%j > % .......... 1p

Obtinem lim x, = lim ZF(1J> lim Z——+oo deCi 1M Xy = 400 corveieeecieeeecee e 1p
n—e® =K1 -5 K =0

Subiectul 2. Determinati functiile primitivabile f :R — IR, pentru care

sin? x- £ (x)+ f (g x) =  (x), VXe[—Z Ej.

2 2
Solutie: Avem f (tg x):(l—sin2 x) f (x), deci 12 f(tgx)="f(x), vV XE(—E,Z). (1) oo, 1p
C0os” X 2 2
Fie F:R —R o primitivé a functiei f. Relatia (1) se rescrie ( (tg X)) =F'(x), v Xe[—%,%j ............. 1p
deci exista ce R, astfel incat F(tgx)=F(x)+c, VXG(—— —j Luand x=0, obtinem ¢=0.
Asadar F(tgx)=F(x), V Xe(—%, %) (2) oo s 1p

Fie xeR si te(—% %J astfel incat x =tgt. Consideram sirul (t,) ., cu ty =t si t,q =arctgt,. ........ 1p

nx1"’
Evident, t, € [—% Ej VneN.Din (2) deducem: F(x)=F(tgt)=F(tgty)=F(ty), si analog obtinem

F(t)=F(tgt;)=F(tg(arctgty))=F () . Inductiv, deducem ca F(t,)=F(ty), pentru orice neN...... 1p
Cum (t,),,, este convergent la 0, rezulta ci F(ty)=F(0), deci F(x)=F(0), VXER . cooorvrvvvviriiiiisrrr 1p
Obtinem €@ f(X) =0, W XEIR . .o 1p
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Subiectul 3. Se considera o multime nevida M si o lege de compozitie asociativa ,,- ” pe M, cu proprietatile:
(i) daca a,beM verifica egalitatea ab® =ba*, atunci a=b
(ii) oricarea ar fi a,b,ceM , a’bc=c’ba.

a) Demonstrati ca legea de compozitie ,,- ” este comutativa.
b) Dati un exemplu de multime M cu 4 elemente inzestrata cu o lege de compozitie cu proprietatea ca pentru

orice aeM, a’=a.

Dana Heuberger

Solutie: a) Fie acM . Pentru b=a si c=a?, din (i) obtinem a®> =a%, VaeM ..o, 1p
2
Asadar a-(az) 820 @%, W AEM oot ettt 1p
Pentru b=a?, din (i) rezultd c @=2a%, YAEM (1) .eccceeiiiiiiissrisnnneeeeeeeessesessessessesssssss e 1p
Asadar a=a°, VAEM . (2) oo 1p
o ' @ 5 (), @
Cu b=ain (ii), obtinem aC = a°C = C“@° =Ca, V@, CEM ..ot 1p
1 0)(0 O R . g . .
b) M =40,,1,, 0 ollo 1 , cu inmultirea uzuala a matricelor , sau orice alt exemplu corect .............. 1p
Argumentarea faptului cd (M, -) are proprietatea din enuNL. ............ccocvereerrrieiereinneiieneseesensesssss s 1p

Subiectul 4. Pe multimea M = (0, oo) se da legea de compozitie asociativa ,,*”, cu proprietatea ca pentru orice

X,¥,ZzeM ,avem X*y*Z=L.Aréta§icé x*yzﬂ,pentruorice X, yeM.
Xy + Yz + X X+Yy
Romanta Ghita si loan Ghitd, Gazeta Matematica
-1
Soluti: Observam ca x*y*z= [1 + £+lj ................................................................................................ 1p
X y z
AVEIM 353D it h e R E R b b E et R R bbbt bbbt h ettt 1p
-1 -1
1 1 1 2 1
3%3)#3%(3%3)= +=+ = += L) e ————————— 1
(3+3)3+(3+3) (3*3 3 3*3] (3*3 3) ) P
11 1" 3
Dar (3*3)*3*(3*3)=(3*3)*(3*3*3)=3*3*1=(§+§+ﬂ SN C) 1p
Din (1) si (Z)rezultécé i+1=§, deci 3*3=§. ................................................................................... 1p
3*3 3 3 2
11 1Y) (1.1 2)°
x*y*(3%3)=| =+=+ T e TP 1p
X y 3%3 X y 3
-1
1 1 . Xy
Dar x*y#(3%3)=(x*y)*3*3= +=+=| , deci x*y= =—— VX, YEM .. 1p
xxy 3 1—}-1 X+Yy
Xy
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