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Subiectul 1.
a) Demonstrati ci pentru orice numere reale pozitive a si , are loc egalitatea (\/E +\/3)(\/Z —\/5) =a-b.

b) Determinati n < N pentru care numérul ~/n ++/n+32 este rational.

c) Rezolvati Tn multimea numerelor naturale ecuatia Jx + \/; =+/48.

Solutie: a) (\/;+\/Z;)(\/E—\/Z;):(\/;)2 —\/;'\/1;4—\/;'\/5—(\/1;)2 =A—bD i, 1p
b) Folosind eventual punctul a), se deduce c&d pentru orice numere reale pozitive a si b, avem Ja+JbeQ
daca si NUMai dacl v/, VB € Q. (%) cooovoiiiiiiiiiiiiiisiiiseensssssss s 1p
n+n+32eQ e Vn Vn+32eQ<, n=k?si n4+32=p%, CU K, PEN csooerveioeeeecceeeeeeceeeeeeeeseseerens 1p

p® —k? =32, deci p si kau aceeasi paritate. Singurele perechi de numere naturale (p, k) care verifica egalitatea

precedenta sunt (6,2) si (9,7), pentru care obtinem solutiile 7, =4 si 7, =49 . ......cccoooovvrriinriinriiinriinnnn,

1

c;)«/;+\/;=4\@<:>\/§+\/@=12.(1) ..................................................................................................... 1p
Deoarece 3x,3y e N, egalitatea precedenta are loc daca si numai dacd 3x si 3y sunt patrate perfecte, deci
daca si numai dacd x =34 Si Y =307, CU @, D €N . c.oooiiioeeeeeeee et 1p
Din (1) obtinem a+b=4, deci (a,b)<{(0,4);(L3);(2,2);(3,1);(4.,0)}.

Rezult solutiile (x, y) € {(0,48);(3,27);(12,12);(27,3);(48,0)} . covvvvvvvccciiiccccrrrvvvnesnssscsscssssnsseeneenssee 1p

Observatie: Se acorda 1p si Tn cazul in care afirmatia (*) este enuntata, fara demonstratie.

Subiectul 2. Aflati numarul prim p pentru care suma cifrelor numarului - 4= p’ —7)2 +33(p* ~7)+630

este minima.
Mihaela Berindeanu, Gazeta Matematica 6-7-8/2024

Solutie: Pentru p =2, obtinem 4=540, deci S(A)=9 ......ccoeiiiiiiiiiiiiii i 1p
Pentru p =3, obtinem 4=700, deCi S(A)=7 ..c...cccvviriiiiiniiiiiie i 1P
Daca p=>5, atunci restul impartirii sale la 6 este 1 sau 5, deci existd k € N, astfel incat p=6k+1, sau
P=6k—=1 (INACESL CAZ, & # 0). coreenieei ettt s e e e e et ae et e e e e ne e e aeeeeesens e e neene LD
obtinem p? 7 =(6k£1)° =7 =M +1-7=6m, CU MEN" . ccoveireririiiiseieece et 1P
Asadar A:(Gm)2 +33-(6m)+630=36m" +198m+630=9B,CU BeN". ........oocrriimrrrcrisrniiireine e 1P
Prin urmare, S(4) este divizibil cu 9, sicum S(A4) =0, rezultd cd S(A4)=9. ..o 1P
SOIULIA BSIE 2 = 3. e bR bbb bbb 1p
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Subiectul 3. Fie triunghiul echilateral ABC, triunghiul dreptunghic isoscel 4BD, cu @):900, astfel Tncat
punctele C si D sunt situate de o parte si de alta a dreptei AB. Dacd punctul M este simetricul punctului 4
fatd de CD, iar punctul N este simetricul punctului M fatd de mijlocul segmentului BD, demonstrati ca:

a) triunghiul 4BN este echilateral;

b) punctele C, M si N sunt coliniare.

Cristian Heuberger

Solutie: a) CD este mediatoarea segmentului AM, deci CA=CM Si DA=DM .
Cum CA= DA, obtinem c& ACMD este romb cu toate laturile congruente cu 4B. ... 1p

Evident DAC = DMC =150° $i ACM = ADM =30° . ......occoorerrmrrrereseerssesseeseeeseeren 1p
BMDN este paralelogram (diagonalele se intersecteaza la mijlocul fiecareia), deci
deducem C& NB =DM = AB . ....cccoootresrt ettt 1p

Fie {P}=A4B(\ DM . Din triunghiul dreptunghic ADP rezulta ca APD =60° si apoi

ABN = APD =60° (coresp.). Triunghiul 4BN este echilateral deoarece este isoscel cu

UNUNGNE A8 B0 . oottt 1p

b) BN = AN = AB= AC = BC, deci ACBN este un romb, prin urmare, CN este diagonald a rombului 4CBN ,
deci este bisectoare in triunghiul echilateral ABC, asadar <CACN =30°. ......cccoovvevriieeeeeeesiees e, 2p
Cumsi ACM = ADM =30° deducem ci C, M, NSUNE COlINIATE. ....ccocveverieeesce e 1p

Subiectul 4. Fie un triunghi ascutitunghic ABC, cu §>6, si punctele 4, B, C,, E, astfel incat 4 este
simetricul lui A fatd de dreapta BC, B, este simetricul lui B fata de dreapta C4,, C; este simetricul lui C
fatd de dreapta 4B, si {E}= 4B, " BC. Daci CC, L 4B si AC,C =60°, atunci:

a) demonstrati cd AB4,E este romb.

b) determinati méasurile unghiurilor triunghiului 4B8C .

Dana Heuberger

Solutie: @) CC, L AB, si CC, L BA,, deCi AB, || BA,. ...ccccooovvviiniiiiiiiiiciiiiiniciceis 1p
4, este simetricul lui 4 fatd de BC, deci triunghiurile 4B4, si AE4, suntisoscele cu baza

A4,. Cum @:m(a.i.), rezultd cd A A4AB=AAAE (U.L.U). Deducem ca

AB=BA = AE =FEA, adicd ABAE €Ste rOMD. .......ceveriiririiieiie e 1p
b) Datorita simetriilor, au loc congruentele: A ABC=A 4 BC si A 4BC=AABC.
Rezultd c& ACB = BCA = ACB, Si AB=BA, = AB, . ....rvveeeerreseesererrvroeeeeeesssssssson 1p

AB=AFE, deci A ABE este isoscel cu baza B.E, iar 1@ :ZEE :ﬁBl. (ultimele
douad unghiuri sunt corespondente prin raport cu dreptele paralele 4B si AE si secanta AE)

.......................................................................................................................................................................... 1
Prin urmare, A/BZ = @3 (suplemente ale unghiurilor congruente BAB, Si ABA). ccccoeovncicinniiene. 12
Din A ABC=A 4BC=A 4BC deducem cd ZB’Z =2.ABC Si Bl/Al\B = Z-EQ\C =2.BAC, In consecinta
ABC =BAC , deci A ABC este isoscel cu baza AB, iar A ACB, esteisoscel cubaza AB, . .....cc.ccovevinene. 1p
AC=AC, si A/CTC =60°, deci A ACC, este echilateral, cu indltimea 4B, . Rezulta cd BT\AC =30°.

Obtinem @ =120° , asadar ACB =40° . Prin urmare, BAC = ABC=T0° . cooooooooooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeneeen 1p
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