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BAREM DE CORECTARE, CLASA A X-A

Subiectul 1.
Numerele reale x si y verificd relatia x — Vx + 2 = ,/y + 3 — y. Determinati min(x + y) si max(x + y).

Solutie:

FieS=x+y Avemx+y=+vx+2+,/y+3,deundeS? =S +5+2,/(x+2)(y + 3)
=52-S-52>0,cuS =0, de unde

1++21
§z—— (3p)
Obtinem
_ 1++21
min(x +y) = 5
care se atinge pentru
5++21
x=-=2,y=
2
sau pentru
7++21
X=—F = -3 (adicé Jox+2)y+3) = 0) (0.5p)

Pe de alti parte, 2,/(x +2)(y +3) < (x +2)+ (y+3)=S5S+5,deci S?—25-10<0
Obtinem

max(x +y) =1+ V11, (3p)
care se atinge dacax + 2 =y + 3six +y = 1 ++/11, adica pentru
V11 V11
x=1+—5siy=—1. (0.5p)
2 2
Subiectul 2. Determinati functia bijectiva f: N — N, cu proprietatea ca
lfC) = fWI < lx—ylvx,y €N.
Mihai Zelina

Solutie:

Din relatie rezulta:
fx+1) - f(x) €{-1,0,1}
- <
FE+D—fOIST=" 0 ectiva = f injectiva
f bijectiva = f surjectivasifiek € Ncu f(k) =0
Prin urmare, din relatia (*), rezulta:

}:> Fx+ 1) —fo) €{~1,1},Vx€ N (*) (2p)

fk+)—fk)e{-1,1}=fk+1)=+1=f(k+1)=1. (2p)
Dacak > 1 (=*2 f(k)—f(k—1)=21= f(k—1) = 1si f numai este injectiva.
Deci, k = 1 este imposibil si atunci k = 0 = f(0) = 0. (1p)

Din (*), avem ca:

fO-fO)=+1=>Ff1)=1
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f@-f) =412 f2) e (0,82 f(2) = 2
Inductiv, reiese ca f(n) = n,vn € N. (2p)

Subiectul 3. Fie numerele reale, a, b, c € (0, o) astfel incat a + b + ¢ = 3. Arétati ca:

a3 N b3 N c3 >3
a’?+b b2+c c*+a 2
(Gazeta Matematica nr.5/2024)
Solutie:
a3 a(a® +b) —ab ab
= =q- =
a’+b a’+b at+b
a3 N b3 N c3 b4 ab bc ca
a’?+b b2+c cz+a_a ¢ a?+b b2+c c2+4a
_3 ab bc ca 3
B a’?+b b%2+c c*+a (3p)
Ramane de aratat:
3 ab bc ca >3 1
a’?+b b%2+c c* 4+a 2 (p)
Avem
ab N bc N ca < ab N bc N ca _\/E+\/E+\/E<3
a?+b b2+c c2+a” 2qvh 2bVc 2cVa 2 2
2
eVa+Vvb+Vc<3e (Va+Vb++c) <9=3(a+b+c) "A" (3p)

Subiectul 4. Demonstrati ca [V/n + Yn+ 1] = [§/8n + 3], pentru orice numér natural n.
Solutie:
Pentru n = 0 partile intregi sunt egale cu 1 (0,5p)
Presupunem n > 1. Din inegalitatea mediilor avem:

n+¥n+1> 2yYn(n+1) = V64n2 + 64n > /64n2 + 48n + 9 = VY (8n+3)2
Deci¥n+3¥n+1>38n+3 (1) (1,5p)
Cum functia f: (0,0) — R, f(x) = Vx este strict concava, rezulta:

f(n+(n+1))>f(n)+f(n+1)’

2 2
Deunde ¥n+3n+1<3i8n+4 (2) (2p)
Din (1) si (2) rezulta: [V8n + 3] < [An + Vn+ 1] < [V8n + 4] (1p)
Vom arata ci [1/8n + 3] = [V/8n + 4] (*)
Presupunand contrariul, notdnd [Y8n+3] =k = [¥8n+4]2k+1  (din (%) (1p)

Atunci 8n +3 < (k + 1)3si (8n+ 4) = (k + 1)3, deci 8n + 4 = (k + 1)3, absurd, deoarece 8n + 4 nu este
cub perfect, fiind multiplu de 2, dar nu si de 23.

In concluzie, [V8n + 3] = [¥/n + In + 1], pentru vn € N. (1p)
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