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Subiectul 1. Fie ( )2A  pentru care există k , 2k  , astfel încât 2
kA I   , oricare ar fi  , iar  

matricea kA  are elementul de pe poziția ( )1, 2  egal cu zero. Demonstrați că pentru orice n  , matricea nA  

are elementul de pe poziția ( )1, 2  egal cu zero. 
Supliment Gazeta Matematică nr. 4/2024 

 

Soluție: Pentru orice n  , notăm 
n nn

n n

a b
A

c d
 

=  
 

.  Din ipoteză, avem 
0kk

k k

a
A

c d
 

=  
 

 , deci 0kb = .  

În plus,  0kc   sau k ka d .............................................................................................................................. 1p 

k n n kA A A A =  
k n k n n k n k n k

k n k n k n k n n k n k k n

a a a b a a b c b d
c a d c c b d d c a d c d d

+   
=   

+ + +   
  ( )1 ,  de unde obținem 0n kb c =  ( )2  

și k n n ka b b d=  ( )3  ............................................................................................................................................. 3p 
 
I Dacă 0kc  , din ( )2  obținem 0nb = .  ............................................................................................................ 1p 

II Dacă 0kc = , deoarece k ka d , din ( )3  obținem 0nb = . ............................................................................. 1p 

Din I și II  rezultă că pentru orice n  , 
0nn

n n

a
A

c d
 

=  
 

. ............................................................................. 1p 

 
Subiectul 2. Fie n , 5n  . Determinați permutările nS  astfel încât pentru orice 2, 1k n= −  are loc 

egalitatea:   
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Soluție: Pentru 2k = , obținem ( ) ( )( )1 1 6   = ,  deci 
( )

( )

1 2

2 3

 =

 =

,  sau  
( )

( )

1 3

3 2

 =

 =

,  sau  
( )

( )

1 6

6 1

 =

 =

. ....... 1p 

Fie 2, 2k n= − . Cum 1 1k n+  − , avem  
( ) ( )( ) ( )1

1
2 2

k

i

k
ki i=

=
+  

 . Scăzând egalitatea din enunț  din 

egalitatea precedentă, obținem  
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1
2 2 2 1 1 2

k k
k k k kk k

−
= − =

+ + + +  
.  

Așadar ( ) ( )( ) ( )( )1 2k k k k   = + + , pentru orice 2, 2k n= − . ( )1  ........................................................... 1p 

i) Dacă ( )1 2 =  și ( )2 3 = , folosind ( )1 , deducem prin inducție că ( ) 1t t = + , 1, 1t n = −  . 

Deoarece 1 Im  , rezultă că ( ) 1n = , deci 
1 2 1
2 3 1

n n
n
− 

 =  
 

. ........................................................ 1p 
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ii) Dacă ( )1 3 =  și ( )3 2 = , pentru 3k =  în ( )1 , avem ( ) ( ) ( )( )2 2 3 3 20  =    = , deci ( )2 10 = .  

Pentru 2k =  în ( )1 , avem ( ) ( ) ( )( )10 10 2 2 12  =    = , deci ( )10 1,2 =  , fals. ................................ 1p 

iii) Dacă ( )1 6 =  și ( )6 1 = , atunci 6n  , deci 2 4n −  , așadar îi putem da lui k  valorile 2, 3, 4 în  ( )1 . 

Pentru 2k =  în ( )1 , avem  ( ) ( )( )2 2 12   = , ( )2  deci ( )12 | 2 , așadar ( )  2 2, 3, 4,12  . 

Dacă ( )2 2 = , din ( )2  obținem ( )2 2 12 = , deci ( )2 6 = , fals.  

Dacă ( )2 12 = , din ( )2  obținem ( )12 12 12 = , deci ( )12 1 = , fals. ........................................................... 1p 
 
Dacă ( )2 3 = , din ( )2  obținem ( )3 3 12 = , deci ( )3 4 = . Pentru 3k =  în ( )1 , avem ( ) ( )( )3 3 20   =  

deci ( )4 4 20 = , adică ( )4 5 = . Pentru 4k =  în ( )1 , avem ( ) ( )( )4 4 30   =  deci ( )5 5 30 = , adică 

( )5 6 = , fals. .................................................................................................................................................... 1p 

Dacă ( )2 4 = , din ( )2  obținem ( )4 4 12 = , deci ( )4 3 = . Pentru 4k =  în ( )1 , avem ( ) ( )( )4 4 30   =  

deci ( )3 3 30 = , adică ( )3 10 = . Prin urmare, 10n  , deci 2 8n −  , așadar putem înlocui 6k =  în  ( )1  și 

obținem ( ) ( ) ( )( )6 1 1 6 6 56=  =    = , fals.  

Din i), ii)  și iii) deducem că singura soluție este 
1 2 1
2 3 1

n n
n
− 

 =  
 

.  ................................................ 1p 

 
Subiectul 3. Fie șirul de numere reale ( ) 1n n

x


, astfel încât ( )( )1 1 2024 0n n n nx x x x+ +− + +  , oricare ar fi .n   

a) Dați un exemplu de șir care verifică inegalitatea din enunț și nu este monoton. 
b) Demonstrați că șirul ( ) 1n n

x


 este mărginit. 

 
Soluție: a) 2 1kx =  și 2 1 2025kx − = − , pentru orice k  . ............................................................................... 2p 

b) Inegalitatea din enunț se rescrie: 2 2
1 12024 2024n n n nx x x x+ ++  +  ( )1 ............................................................ 1p 

Metoda I: ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2

1 1 11 2 1012 1012 2 1012 1012 1012 1012n n n n n nx x x x x x+ + + +  +  +  +  +  +  …...… 1p 

Deoarece 1 1012 1012n nx x+ +  + , n   , rezultă că șirul ( ) 1
1012n n

x


+  este descrescător. .........…….. 1p 

Așadar, n   , 11012 1012nx x+  + , deci  1 11012 1012 , 1012 1012nx x x  − − + − + +  , adică șirul este 

mărginit. ............................................................................................................................................................. 2p 
Metoda a II-a: Fie ( ) 1n n

y


, 2 2024n n ny x x= + .  Din ( )1  obținem că 1n ny y+  , n   , deci șirul  ( ) 1n n
y


 

este descrescător, și 1ny y , n   .............................................................................................................. 1p 
2 22024 1012n n ny x x= +  − ,  deci 2

11012 ,ny y  −  , n   , așadar șirul ( ) 1n n
y


 este mărginit. ………. 1p 

Ecuația 2 2024 0n n nx x y+ − =  are 22024 4 0ny = +  , deci 
22024 2024 4

2
n

n

y
x

−  +
= , n    …..…. 1p 

2 2
11012 1012 1012 1012n nx y y + +  + + , n   , deci șirul ( ) 1n n

x


 este mărginit. ………..……... 2p 
 

Observație: Orice alt exemplu corect dat la punctul a)  se notează cu 2 puncte. 
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Subiectul 4. Fie ( )n 1na


 un șir strict descrescător, cu 1 =1a , astfel încât pentru orice n   are loc egalitatea:  

1 2 3 4 2n 1 2n n+1 n+2 2n= + + +a a a a a a a a a−− + − + + − . 

a) Demonstrați că pentru orice n  , 1
2n na  . 

b) Demonstrați că șirul 
1 1

n

k
k n

a
= 

 
 
 
  este nemărginit. 

c) Determinați termenul general al șirului ( )n 1na


, știind că 
1

na
 , pentru orice n  . 

Cristian Heuberger 

a) Pentru 1n = , relația de recurență devine 1 2 2a a a− =  și de aici 2 1
1
2

a a=  .     ( )   

Dacă 2n  , avem: 1 2 3 4 2 3 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2n n n n n n n n na a a a a a a a a a a a a− − − + + − −− + − + + − + − = + + + + + ,   ( )1  
respectiv    1 2 3 4 2 3 2 2 1 2 2n n n n na a a a a a a a a− − + −− + − + + − = + + + .  ( )2  

Scăzând din ( )1  egalitatea ( )2 , obținem a 2 1 2n n na a a− − = − + 2 1 2n na− + . Așadar  2
1 , 2
2n na a n=    . 

Folosind ( ) , deducem că 2
1 ,
2n na a n =    . ............................................................................................. 1p 

Pentru n  , obținem inductiv:  12

1 1
2 2n n na a=  = . ( )3  ................................................................................. 1p 

Dar  2nn  , oricare ar fi n  . Cum șirul este strict descrescător, rezultă că 
2

1
2nn na a = ,  n    ...... 1p 

b) Fie 
1

,
n

n k
k

x a n 

=

=  .  Pentru orice n  , avem 

( ) ( ) ( )1 11 2 3 4 5 6 7 82 2 1 2 2 2n n n nx a a a a a a a a a a a− −+ +
= + + + + + + + + + + + +   

 1
1 2 4 8 2

2 4 2 n
na a a a a− + +  +  + +  =

1
2 3

1 1 1 11 2 4 2 1
2 22 2 2

n
n

n−+ +  +  + +  = + . ( )4  .................... 1p 

Din ( )4  deducem că  șirul ( )2 1
n

n
x


 este nemărginit superior, deci ( ) 1n n

x


 este nemărginit  ............................ 1p 

c) Demonstrăm că 
1

na
n

= , pentru orice n  . Avem 1
11
1

a = =  și 2 1
1 1
2 2

a a=  = . 

Fie n , 3n   și k  , astfel încât 12 2k kn +  . Așadar 2kn r= + , cu  0,1, , 2 1kr − .  

Deoarece șirul ( )n 1na


 este strict descrescător, pentru orice m  , cu 12 2k km +  , avem 12 2k kma a a +  .  

Utilizând ( )3 , obținem 1
1 1
2 2mk ka

+
  ,  deci 112 2k k

ma
+  .  

Folosind din nou monotonia șirului ( )n 1na


, rezultă că  
1

1

2 2 1 2 1

1 1 12 2
k k k

k k

a a a +

+

+ −

     .  .................... 1p 

Cum intervalul )12 , 2k k+
  conține exact 2k  numere naturale, iar numerele

12 2 1 2 1

1 1 1, , ,
k k ka a a ++ −

 sunt naturale,  

deducem că 
1

m

m
a

= ,  pentru orice m  , cu 12 2k km +  . Așadar 
1

na
n

= , pentru orice  n  . .............. 1p 


