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Subiectul 1. Fie A€ M, (C) pentru care existd kN, k>2, astfel incat 4° #L-1,, oricare ar fi A€ C, iar
matricea A" are elementul de pe pozitia (1, 2) egal cu zero. Demonstrati ca pentru orice n e N”, matricea A"

are elementul de pe pozitia (1,2) egal cu zero.

Supliment Gazeta Matematica nr. 4/2024

a b a 0
Solutie: Pentru orice ne N, notam A" =[ " d” j Din ipotezi, avem A" =( k y J ,deci b, =0.
k

cn n ck
TN PIUS, €, #0 SAU @) # ) covvvoeveeeeecieee ettt 1p
a,a ab a,a, +bc, bd
A a4=4 4 e o =[ "% E e (1), de unde obtinem b,c, =0 (2)
ca,+dc, cb +dd, c,a, +dc, dd,
ST @D, =00, () oo 3p
IDacd ¢, # 0, din (2) ObHNEM B, = 0. .ooueeeriirieoeieceieceiieeeisceieesessesesses e sese e sse s 1p
II Daci ¢, =0, deoarece a, #d,, din (3) 0bHNEM b, = 0. ...ooviruumriicrieeiiereiieceeseee e 1p
. . . * an 0
Din I'si IT rezulta ca pentru orice ne N", 4" =( 4 J e et eeheerreeiheerteerteeterreeiee i beabeateetteabeareeareeataeareenns 1p
cﬂ n

Subiectul 2. Fie neN, n>5. Determinati permutarile ce S, astfel incat pentru orice k=2,n—1 are loc

k-1 _
egalitatea: Z ! _ k=l

o G(i)'G(G(i)) B 2(k+1) '

Dana Heuberger

) . G(l)=2 G(l =3 0(1)=6
Solutie: Pentru k =2, obtinem 0(1)-6(0(1)):6, deci sau , sau e 1p

o(2)=3" o(6)=1
k
Fie k=2,n-2.Cum k+1<n-1,avem ; G(i) ) c:(cs(i)) = 2(kk+ 2) . Scazand egalitatea din enunt din
1 k k-1 1

litat dentd, obti = - - '
egalitatea precedentd, obtinem G(k)-c(cs(k)) 2(k+2) 2(k+1) (k+1)(k+2)

Asadar c(k)~c(c(k)) =(k+1)(k+2), pentru orice k=2,n-2. (1) ........................................................... 1p
i) Daca G(l) =2 si 0(2) =3, folosind (1) , deducem prin inductie ca G(t) =t+1, Vi=1,n-1.
. 1 2 ... n—-1 n
Deoarece 1 € Imo, rezulta ca G(n)zl,dem 62(2 3 lj' ........................................................ 1p
... n
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ii) Daca o(1)=3 si 5(3)=2, pentru k=3 in (1), avem 2-6(2)=05(3)-0(c(3))=20, deci 5(2)=10.
Pentru k=2 in (1), avem 10-6(10)=0(2)-c(c(2)) =12, deci 6(10)=1,2¢ N, fals. .......cccciirrrrrrrrrrrrrcrres 1p
iii) Dacd o(1)=6 si 6(6)=1, atunci n>6, deci n—2 >4, asadar i putem da lui k valorile 2,3,41n (1).
Pentru k=2 in (1), avem o(2)-c(c(2))=12, (2) deci 12|0(2), asadar o(2)e{2,3,4,12} .

Dacd o(2)=2, din (2) obtinem 2-c(2)=12, deci (2)=6, fals.

Dacd 6(2)=12,din (2) obtinem 12-6(12) =12, deci 6(12) =1, fals. ...cccoooervrrrirriirncreciisecieccenees 1p

Dacd ¢(2)=3, din (2) obtinem 3-0(3)=12, deci 6(3)=4. Pentru k=3 in (1), avem c(3)-c(c(3))=
deci 4-6(4)=20, adicd o(4)=5. Pentru k=4 in (1), avem o(4)- ( (4 )) 30 deci 5-6(5)=30, adica
O(5) =6, FAIS. oo 1p
Daci o(2)=4, din (2) obtinem 4-c(4)=12, deci 5(4)=3.Pentru k=4 in (1), avem c(4)-c(c(4))=3
deci 3-5(3)=30, adica o(3)=10. Prin urmare, n>10, deci n—2>8, asadar putem inlocui k=6 in (1) si
obtinem 6=1-5(1)=05(6)-c(c(6))=56, fals.

1 2 n—-1 n
Din i), ii) si iii) deducem cd singura solutie este ¢ = [2 3 J e et 1p

n+l

Subiectul 3. Fie sirul de numere reale (x,) _, astfel incat (x,,, —x, )(x,,, +x, +2024) <0, oricare ar fi ne N".

n>1?
a) Dati un exemplu de sir care verificd inegalitatea din enunt si nu este monoton.

b) Demonstrati ca sirul (xn) este marginit.

nx1

Solutie: a) x,, =1 si x,, , =—2025, pentru orice k € N". .....ccoiiiiii e 2p
b) Inegalitatea din enunt se rescrie: x2,, +2024x,,, <x. +2024%, (1) .covveeeeneriirceireriinecseceeceieeneeeceeenne. 1p
Metoda I: (1)< x,, +2-1012x,,, +1012* <x; +2-1012x, +1012* < (x,,, +1012) <(x,+1012)" ... 1p
Deoarece |x,,, +1012| < ", rezultd ca sirul (|xn + 1012|)n21 este descrescator. ................. 1p
Asadar, VneN", <|x —|x, +1012],-1012 + |x, , adica sirul este
TNATZITIL. 1.vvevieeteteesteseesteeteeteesteesteesetesseesaaesseensaesseesseenseanseenseensaesseanseenseenseanseenseesseassesnsesnseenseesseenseessessseensennses 2p
Metoda a II-a: Fie (y,) _, y, =x, +2024x,. Din (1) obtinemci y,,, <y,, VneN", decisirul (y,)

este descrescator, $i 1, < 1y, VI ENT L 1p
v, =x. +2024x, >-1012%, deci y, € [—10122, yl] , VneN", asadar sirul (y,)  este marginit. .......... 1p

o, 5 . 2024+ /2024 + 4y, -
Ecuatia x; +2024x, —y, =0 are A=2024"+4y, >0, deci x, = 5 , VneN

|x,| <1012+ /10127 + y, <1012 +/1012* + 3, , ¥ ne N, deci sirul (x,) _ este marginit. ................... 2p

Observatie: Orice alt exemplu corect dat la punctul a) se noteaza cu 2 puncte.
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Subiectul 4. Fie (a, )n _, un sir strict descrescator, cu g, =1, astfel incat pentru orice n e N * are loc egalitatea:

a—-—a,+a,—a,+...+a,, ,—a, =a,,ta,,+...ta, .

. . 1
a) Demonstrati cd pentru orice neN", a, > YR

n
b) Demonstrati ca sirul (Z akj este nemarginit.
k=1 n>1

. . . . .o - 1 * . *
¢) Determinati termenul general al sirului (a, )n _,» stiind ca — e N, pentru orice neN".
= a

n

Cristian Heuberger

. Lo . - 1
a) Pentru n =1, relatia de recurentd devine a, —a, =a, si de aici a, = 5 (*)

Dacda n=2,avem: a,—a, +ta;—a, +...+a,, ;—a,, , +a,, ,—a,,=a,,, +a,,+...+a,, ,+a,,  +a,,, (1)

n+l n+2
respectiv Q=+ Q=+t Ay s~y =A, Aty . (2)
A1 g . . 1

Scazand din (1) egalitatea (2), obtinem 4,, , —a,, =—a, + A ,, , +a,, . Asadar a,, = Vn>2.

. g 1 .
Folosind (*), deducem ca a,, = St W E N L ot 1p

. . . . 1 1
Pentru 7€ N7, obtinem inductiv: @, =— @, = ——. (3) oo 1p
> 2 2n 2)1
Dar n<?2", oricare ar fi n e N". Cum sirul este strict descrescator, rezultd ca a, > a,=—, VneN ... 1p
b) Fie x, =Y a,, neN". Pentru orice neN’, avem
k=1
X, =a+a, +(a3 +a4)+(a5 +ag+a, +ag)+...+(012,,,1+1 ta,.,  t...ta, )2
nt 1 1 1 | n
>a,+a,+2-a,+4-ag+.. 42" a, =1+=+2-—=+4 =+ 42" — =1+ (4) e, 1p
2 2 2 2 2
Din (4) deducem ca sirul (xzn) 1 este nemarginit superior, deci (x”) | €ste NeMarginit ........cooovviiieinnnes 1p
n= nz
< 1 . . 1 . 1 1
¢) Demonstram cd a, =—, pentru orice n€N". Avem ¢, ZIZI st a, =5-a1 =5
n

Fie neN, n>3 si ke N", astfel incat 2* <n<2""'. Asadar n=2"+r, cu re{O,l,...,Z" —1} .

Deoarece sirul (a este strict descrescitor, pentru orice meN", cu 28 <m <2 avem a, >a, >a,., .
S n/yp>1 2k m 2k+1

. . 1 1 .
Utilizand (3), obtinem — >a,, >——, deci 2" <L e,
2 2

am

. . . . . - - k 1 k+1

Folosind din nou monotonia sirului (a,) _,,rezultica 2" <—< <...< <2 1p
: Qe Ay Ayin_y
. k k+1 . k . 1 1 1
Cum intervalul [2 ,2 ) contine exact 2° numere naturale, iar numerele —, yeees sunt naturale,
a, a a i
2 2% +1 2571
1 . 1 .
deducem ci — =m, pentru orice meN", cu 2" <m<2""'. Asadar a, =—, pentru orice neN". .......... 1p
a n

m

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
Telefon si fax: 0262211943, mobil secretariat: 0730123630
Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro



