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CONCURSUL INTERJUDEŢEAN DE MATEMATICĂ ȘI INFORMATICĂ „SIGMA” 
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Subiectul 1. 

a) Arătați că pentru orice numere reale pozitive 𝑎, 𝑏, 𝑐 are loc inegalitatea 

√
𝑎(𝑏 + 𝑐)

1012
+ √

𝑏(𝑐 + 𝑎)

1012
+ √

𝑐(𝑎 + 𝑏)

1012
≤
2025(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

2024
. 

b) Determinați numărul natural nenul 𝑛 pentru care are loc egalitatea 

√
1

1 ⋅ 18
+

1

2 ⋅ 27
+

1

3 ⋅ 36
+⋯+

1

n(9n + 9)
=
4√2

17
. 

 

Soluție 

a) Folosind inegalitatea dintre media geometrică și media aritmetică a două numere real 

pozitive  

√𝑥 ⋅ 𝑦 ≤
𝑥 + 𝑦

2
  

se deduce că 

√
𝑎(𝑏 + 𝑐)

1012
≤
𝑎 + 1012(𝑏 + 𝑐)

2024
  

√
𝑏(𝑐 + 𝑐)

1012
≤
𝑏 + 1012(𝑏 + 𝑎)

2024
 

√
𝑐(𝑎 + 𝑏)

1012
≤
𝑐 + 1012(𝑎 + 𝑏)

2024
 

3 p 

Prin adunarea celor trei inegalități se obține 

√
𝑎(𝑏 + 𝑐)

1012
+ √

𝑏(𝑐 + 𝑎)

1012
+ √

𝑐(𝑎 + 𝑏)

1012
≤
2025(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

2024
. 

1 p 
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b) Se înmulțește egalitatea cu 3 și se obține 

√
1

1 ⋅ 2
+
1

2 ⋅ 3
+
1

3 ⋅ 4
+ ⋯+

1

n(n +)
=
12√2

17
. 

1 p 

Se obține 

√
𝑛

𝑛 + 1
= √

288

289
 

1 p 

Soluția este 

𝑛 = 288 1 p 

 

Subiectul 2. 

Fie 𝑎 o cifră nenulă. Arătați că numărul 𝐴 = √𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ este irațional. 

Soluție 

Pentru 𝑎 ∈ {2,3,7,8} numărul 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ nu este pătrat perfect, deci 𝐴 ∈ ℝ ∖ ℚ. 
2 p 

Fie 𝑛 = 100…0⏟  1
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Cum 

(101013)2 < 𝑛 = 102026 + 1 < (101013 + 1)2  2 p 

se deduce că 𝑛 nu este pătrat perfect.  

Avem 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 ⋅ 𝑛 
 

Pentru 𝑎 ∈ {1, 4, 9}, avem 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑝2 ⋅ 𝑛, cu 𝑝 ∈ {1,2,3}, 

rezultă că numărul 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ nu este pătrat perfect, deci 𝐴 ∈ ℝ ∖ ℚ. 
1 p 

Pentru 𝑎 = 5, avem 5 | 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, dar 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ nu este divizibil cu 25, 

rezultă că numărul 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ nu este pătrat perfect, deci 𝐴 ∈ ℝ ∖ ℚ.  
1 p 

Pentru 𝑎 = 6, avem 6 | 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , dar 600…0⏟  6
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ nu este divizibil cu 36, 

rezultă că numărul 𝑎 00…0⏟  𝑎
2025 𝑜𝑟𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ nu este pătrat perfect, deci 𝐴 ∈ ℝ ∖ ℚ.  
1 p 

Subiectul 3.  

Fie triunghiul dreptunghic 𝐴𝐵𝐶, cu ∡𝐶 = 150. Punctul 𝐷 este piciorul înălțimii corespunzătoare 

ipotenuzei 𝐵𝐶, iar 𝑀 este mijlocul ipotenuzei 𝐵𝐶. Punctul 𝐸 este situat pe latura 𝐴𝐶 astfel încât 

∢𝐶𝑀𝐸 = 300. Demonstrați că 𝐴𝐷 = 𝐵𝐷 +𝑀𝐸. 

Gazeta Matematică 2/2025 
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Soluție 

Varianta 1. 

Fie 𝐹 ∈ 𝐴𝐶 astfel încât 𝑀𝐹||𝐴𝐵  

Se arată că 𝐴𝐷 =
𝐵𝐶

4
= 𝑥 2 p 

În Δ𝐴𝐷𝑀, cu ∢𝐷 = 90∘, se obține 𝑀𝐷 = 𝑥√3, deci 𝐵𝐷 = 𝐵𝑀 −𝑀𝐷 = 𝑥(2 − √3) 1 p 

În Δ𝐴𝐵𝐶, cu ∢𝐴 = 90∘, se obține 𝐴𝐵 = 𝑥√2(√3 − 1)  1 p 

Cum 𝑀𝐹 este linie mijlocie în ∆ABC, deci 𝐹𝑀 =
√2(√3−1)𝑥

2
 1 p 

În 𝛥𝐸𝐹𝑀, cu ∢𝐹 = 90∘, se obține 𝐸𝑀 = 𝑥(√3 − 1) 1 p 

Se obține 𝐵𝐷 +𝑀𝐸 = 𝑥(2 − √3) + 𝑥(√3 − 1) = 𝑥 = 𝐴𝐷 1 p 

 

Varianta 2.  

Fie 𝑃 ∈ 𝐴𝐷 astfel ca ∢𝑃𝐵𝐷 = 45∘, 𝐵𝑃 ∩ 𝐴𝐶 = {𝑄}, 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝑄, 𝑁 ∈ 𝐴𝐶,  

𝑂 ∈ 𝐴𝐶 astfel ca ∢𝑁𝑀𝑂 = 60∘.  

Dacă ∢𝑃𝐵𝐷 = 45∘, atunci ∢𝐴𝐵𝑄 = 30∘, deci 𝐴𝑄 =
1

2
⋅ 𝐵𝑄 1 p 

Din 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝑄 avem Δ𝐶𝐵𝑄~Δ𝐶𝑀𝑁, deci 
𝑀𝑁

𝐵𝑄
=
𝑀𝐶

𝐵𝐶
=
1

2
, rezultă 𝑀𝑁 =

1

2
⋅ 𝐵𝑄 

Din cele două egalității se obține 𝐴𝑄 = 𝑀𝑁 1 p 

Cum ∢𝐵𝑄𝐴 = 60∘ și 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝑄, rezultă ∢𝐵𝑄𝐴 = ∢𝑀𝑁𝑂 = 60∘ = ∢𝑁𝑀𝑂, deci 𝑀𝑁𝑂 este 

triunghi echilateral. Atunci 𝑀𝑁 = 𝑀𝑂 = 𝐴𝑄.  1 p 

Avem ∢𝑃𝐴𝑄 = ∢𝐸𝑀𝑂 = 75∘, 𝐴𝑄 = 𝑀𝑂, ∢𝐴𝑄𝑃 = ∢𝑀𝑂𝐸 = 60∘, deci conform cazului de 

congruență U.L.U. rezultă Δ𝐴𝑄𝑃 ≡ Δ𝑀𝑂𝐸. Atunci 𝐴𝑃 = 𝑀𝐸. 2 p 

Cum ∢𝐷𝐵𝑃 = 45∘, avem că 𝐵𝐷𝑃 este triunghi dreptunghic isoscel, cu 𝐵𝐷 = 𝐷𝑃. 1 p 

Cum 𝐴𝐷 = 𝐷𝑃 + 𝑃𝐴 și 𝐷𝑃 = 𝐵𝐷, 𝑃𝐴 = 𝑀𝐸, rezultă 𝐴𝐷 = 𝐵𝐷 +𝑀𝐸. 1 p 
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