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Subiectul 1.

a) Ardtati ca pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ are loc inegalitatea

a(b+c)+ b(c+a)+ c(a+b) <2025(a+b+c)
1012 1012 1012 2024 '

b) Determinati numarul natural nenul n pentru care are loc egalitatea

1 N 1 N 1 ey 1 _4\/5
1-18 2-27 3-36 n(9n+9)  17°

Solutie
a) Folosind inegalitatea dintre media geometricd si media aritmetica a doua numere real
pozitive
x+y
2

3

<
se deduce ca

a(b+c) . +1012(b +¢)
1012 2024

b(c+c) - b+ 1012(b + a)
1012 — 2024

.

c(a+b) ¢ +1012(a + b)

.

1012 2024
3p
Prin adunarea celor trei inegalitati se obtine
a(b+c)+ b(c+a)+ c(a+b)<2025(a+b+c)
1012 1012 1012 — 2024 ' 1p
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b) Se inmulteste egalitatea cu 3 si se obtine
L S SR _12v2
1-2 2-3 3-4 n(n+) 17 ° 1p
Se obtine
n |288
n+1 /289 1p
Solutia este
n =288 1p
Subiectul 2.
Fie a o cifrd nenuld. Aratati cd numarul 4 = /a 00 ... 0 a este irational.
2025 ort
Solutie
Pentru a € {2,3,7,8} numarul a 00 ... 0 a nu este padtrat perfect, deci A € R\ Q.
2025 ort 2 p
Fien=100..01. Cum
2025 ort
(101013)2 <n= 102026 +1< (101013 + 1)2 2 p
se deduce cd n nu este patrat perfect.
Avema00..0a=a-n
N——
2025 ort
Pentru a € {1,4,9},avem a00...0a = p% - n, cup € {1,2,3},
2025 ort
rezulta cd numadrul a 00 ... 0 a nu este patrat perfect, deci 4 € R\ Q.
2025 ort 1 p
Pentrua =5,avem 5| a00...0a, dar a 00 ... 0 a nu este divizibil cu 25,
N—— N—_——
2025 ort 2025 ort
rezulta cd numadrul a 00 ... 0 a nu este patrat perfect, deci 4 € R\ Q.
2025 ort 1 p
Pentrua = 6, avem 6 | a 00 ...0 a, dar 6 00 ... 0 6 nu este divizibil cu 36,
2025 ort 2025 ort
rezultd cd numarul a 00 ... 0 a nu este patrat perfect, deci A € R\ Q.
2025 ort 1 p
Subiectul 3.

Fie triunghiul dreptunghic ABC, cu £4C = 15°. Punctul D este piciorul indltimii corespunzatoare
ipotenuzei BC, iar M este mijlocul ipotenuzei BC. Punctul E este situat pe latura AC astfel incat
ZCME = 30°. Demonstrati cd AD = BD + ME.
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Solutie
Varianta 1.

Fie F € AC astfel incat MF||AB

Se arata ca AD = 34—6 =x

In AADM, cu <D = 90°, se obtine MD = x+/3, deci BD = BM — MD = x(2 —/3)
In AABC, cu <4 = 90°, se obtine AB = xv2(V/3 — 1)

Cum MF este linie mijlocie in AABC, deci FM = @
In AEFM, cu «F = 90°, se obtine EM = x(V/3 — 1)

Se obtine BD + ME = x(2 —V3) +x(¥3—1) =x = AD

Varianta 2.

D M

Fie P € AD astfel ca <PBD = 45°, BP n AC = {Q}, MN || BQ, N € AC,
O € AC astfel ca <NMO = 60°.

Daci «PBD = 45°, atunci <ABQ = 30°, deci AQ = % -BQ

MN MC 1 “
0 " Bc =7 rezulta MN =

BQ  BC

1

Din MN || BQ avem ACBQ~ACMN, deci >

BQ

Din cele doua egalitatii se obtine AQ = MN

Cum «BQA = 60° si MN || BQ, rezulta <BQA = <«MNO = 60° = «NMO, deci MNO este
triunghi echilateral. Atunci MN = MO = AQ.

Avem <PAQ = XEMO = 75°, AQ = MO, ¥AQP = <¥MOE = 60°, deci conform cazului de
congruenta U.L.U. rezulta AAQP = AMOE. Atunci AP = ME.

Cum «DBP = 45°, avem ca BDP este triunghi dreptunghic isoscel, cu BD = DP.

Cum AD = DP + PAsi DP = BD, PA = ME, rezulta AD = BD + ME.
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