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Subiectul 1.  

a) Determinați partea întreagă a numărului  

𝑎 =
1

(2 − √3)
2. 

b) Fie numerele reale 𝑥 și 𝑦, cu 𝑥 ∈ (2025, 2069), 𝑦 > 0 și 𝑦2 = 𝑥 + 1. Determinați partea întreagă a 

numărului real 

𝑏 =
1

𝑦 − √𝑥
. 

Soluție 

a) Avem 

𝑎 =
1

(2 − √3)
2 =

1

7 − 4√3
= 7 + 4√3 = 7 + √48 

2 p 

Cum 6 = √36 ≤ √48 < √49 = 7, avem că [4√3] = 6, deci [𝑎] = 13 1 p 

b) Avem 

𝑏 =
1

𝑦 − √𝑥
=

𝑦 + √𝑥

𝑦2 − 𝑥
= 𝑦 + √𝑥 ≤ 2 ⋅ √

𝑦2 + 𝑥

2
= 2 ⋅ √𝑥 +

1

2
  

1 p 

Cum 2025 < 𝑥 < 2069, avem 

90 = 2√2025 < 2√𝑥 +
1

2
= √4𝑥 + 2 < √4 ⋅ 2069 + 2 = √8278 < √8281 = 91 

deci [𝑏] <  91 1 p 

Din 𝑦 > 0 și 𝑦2 = 𝑥 + 1, avem 𝑦 = √𝑥 + 1 ∈ (√2026, 46), deci [𝑦] = 45  

Cum [𝑦] + [√𝑥] ≤ [𝑏], rezultă 90 ≤ [𝑏] 1 p 

În concluzie, avem  

[𝑏] = 90 1 p 
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Subiectul 2.  

Fie numerele reale strict pozitive 𝑥, 𝑦, 𝑧 astfel încât 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 24 și 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 192. Calculați  

𝑥4

𝑦
+

𝑦4

𝑧
+

𝑧4

𝑥
. 

Soluție 

Cum 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2 − 2(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) = 192 1 p 

se obține 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥, deci 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 3 p 

Se determină 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 8 2 p 

deci  

𝑥4

𝑦
+

𝑦4

𝑧
+

𝑧4

𝑥
= 3 ⋅ 𝑥3 = 3 ⋅ 83 = 1536. 

1 p 

Subiectul 3.  

Fie 𝐴𝐵𝐶𝐷 un tetraedru regulat și 𝑀, 𝑁, 𝑃, 𝑄 patru puncte coplanare astfel încât 𝑀 ∈ (𝐴𝐵), 𝑁 ∈

(𝐵𝐶), 𝑃 ∈ (𝐶𝐷), respectiv 𝑄 ∈ (𝐷𝐴). Arătați că 

𝑀𝑁 ⋅ 𝑁𝑃 ⋅ 𝑃𝑄 ⋅ 𝑄𝑀 ≥ 𝐴𝑀 ⋅ 𝐵𝑁 ⋅ 𝐶𝑃 ⋅ 𝐷𝑄. 

Soluție 

În triunghiul 𝑀𝐵𝑁 avem 

𝑀𝑁2 = 𝑀𝐵2 + 𝐵𝑁2 − 2 ⋅ 𝑀𝐵 ⋅ 𝐵𝑁 ⋅ cos 60∘ 1 p 

𝑀𝑁2 = 𝑀𝐵2 + 𝐵𝑁2 − 𝑀𝐵 ⋅ 𝐵𝑁 ≥ 𝑀𝐵 ⋅ 𝐵𝑁 
 

Analog se obțin inegalitățile 

𝑁𝑃2 ≥ 𝑁𝐶 ⋅ 𝐶𝑃 

𝑃𝑄2 ≥ 𝑃𝐷 ⋅ 𝐷𝑄 

𝑄𝑀2 ≥ 𝑄𝐴 ⋅ 𝐴𝑀 1 p 

Prin înmulțirea celor patru relații rezultă  

𝑀𝑁2 ⋅ 𝑁𝑃2 ⋅ 𝑃𝑄2 ⋅ 𝑄𝑀2 ≥ 𝑀𝐵 ⋅ 𝐵𝑁 ⋅ 𝑁𝐶 ⋅ 𝐶𝑃 ⋅ 𝑃𝐷 ⋅ 𝐷𝑄 ⋅ 𝑄𝐴 ⋅ 𝐴𝑀 1 p 

Din Teorema lui Menelaus rezultă 

𝐴𝑀 ⋅ 𝐵𝑁 ⋅ 𝐶𝑃 ⋅ 𝐷𝑄 = 𝑀𝐵 ⋅ 𝑁𝐶 ⋅ 𝑃𝐷 ⋅ 𝑄𝐴 2 p 

Rezultă 

(𝑀𝑁 ⋅ 𝑁𝑃 ⋅ 𝑃𝑄 ⋅ 𝑄𝑀)2 ≥ (𝐴𝑀 ⋅ 𝐵𝑁 ⋅ 𝐶𝑃 ⋅ 𝐷𝑄)2 1 p 

deci 

𝑀𝑁 ⋅ 𝑁𝑃 ⋅ 𝑃𝑄 ⋅ 𝑄𝑀 ≥ 𝐴𝑀 ⋅ 𝐵𝑁 ⋅ 𝐶𝑃 ⋅ 𝐷𝑄. 1 p 

 

Subiecte selectate și propuse de către 
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