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Subiectul 1.
Fie triunghiul ABC si punctele M, N, P situate pe laturile BC, CA, respectiv AB astfel incat

AM NBN N CP = {X}si BM + CN + AP = 0. Aritati c3 XM + XN + XP = 0.

Solutie
Facem notatiile 2= = X, BM — y si YN — 7. Din Teorema lui Ceva avem
? PB McC > NA
x-y-z=1 1p
Cum
BM = ——.BC, AP=——.4B, CN= 7
Cy+1 x4l T Z+1 15p

l

egalitatea BM +CN + AP =0, implica

0= B+ A+ —— T = (- ) B+ (S - —) 4B
y+1 x+1 z+1 y+1 z+1 x+1 z+1 2p
Liniar independenta vectorilor AB si BC implici x = y = z. 05p
Dinxyz=1,rezultax =y =z =1, 1p
deci X este centrul de greutate al triunghiului ABC, de unde rezulta XM + XN +XP =0 1p
Subiectul 2.

Demonstrati cd numdrul natural 3™+2 4 97+1 4 42041 4 44n+1 g6 djvide cu 13 pentru orice n € N.
Gazeta Matematicd (supliment) 2/2025
Solutie Varianta 1
Fie N,, = 3"+2 4 gn+l 4 42n+1 4 44n+1 gricare ar fin € N.

Se foloseste principiul inductiei matematice pentru a demonstra ca propozitia

P(n): N,:13
este adevarata oricare ar fin € N.
Pasul de verificare: Propozitia P(0) : Ng =3%2+9+4+4 =2-13 : 13 este adevarata 1p
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Pasul inductiei: Presupunem ca ca propozitia P(k) este adevdrata si aratam ca si
propozitia P(k + 1) este adevdrata. Avem cd exista K € N* pentru care
3k+2 + 9k+1 + 42k+1 + 4_4-k+1 =13-K
si
Nk+1 — 3k+3 + 9k+2 + 42k+3 + 44k+5

=332 4+ (3+6)9%*1 + (3 + 13)42k+1 + (3 + 253)4%k+1 1p
— 3(3k+2 + 9k+1 4 g2k+1 4 44k+1) +6-9k+1 1 13 . 42k+1 4 (6 + 247) - 44k+1 1 p
=3-13-K+13-4%*1(1+19-4%%) +6-13-9% + 6(4 - 4*% — 4. 9%)
=3-13-K+13-4%*1(14+19-4?%)+6-13-9% + 6 -4 - (4*F — 9¥) 1p
Pentru orice k € N exista m € N pentru care
4%k — 9k = (4* —-9).m =247 -m=13-19-m 1p
deci
Neir =13 - (BK + 4% 1(14+19-4%%) +6-9%¥+24-19-m) : 13 1p

Conform principiului inductiei matematice rezulta ca propozitia P(n): Ny, i 13 este
adevdratd oricare ar fin € N. 1p
Solutie Varianta 2
Conform formulei a® — b" = (a —b)(a* *+ a2 -b+a™ 3 -b?+--+a-b"2+
bn—l)
avem ca exista K; (n), K;(n) € N* pentru care
44 — 9N = (4" — 9" = (256 —9) - K;(n) = 13- 19 - K;(n),¥n € N* 2p
42n _ 31 = (42)" — 3" = (16 — 3) - K,(n) = 13 - K,(n),vn € N* 2p
Fien € N. Avem
Nn — 3n+2 + 9n+1 + 42n+1 + 4_4-n+1 — (4_ . 44m +9. 9n) + (9 .34+ 4. 42n)
=4(4* —9™) + 13- 9™ + 4(4*" - 3") + 13 - 3"
Deci, exista K; (n), K;(n) € N* pentru care
N,=4-13-19-K;(n)+4-13-K,(n) + 13 (9™ + 3™) 2p
ceea ce implicd N, : 13 oricare ar fin € N. 1p

Subiectul 3. Fie a, b € N* si ecuatia
(a+b)x?>—(a+b)?>x+a’?+b?>+ab=1.
a) Aratati ca ecuatia are doua solutii reale.
b) Aratati ca, dacd a > 2 si b > 2, atunci ecuatia nu are solutii intregi.
Gazeta Matematicd, 11/2024
Solutie
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a) Cum a + b # 0, ecuatia se scrie sub forma echivalenta
1+ ab
x> —(a+b)x+ (a+b)— =0
a+b
cu discriminantul
1+ ab
A= b)?> —4 b 4.
a—1)b-1
A=(a+b—2)2+4-( ) )20
a+b

oricare ar fi a,b € N*, ceea ce implica existenta a doua solutii reale pentru ecuatia

considerata. 2p

b) Pentru a = 2 si b > 2, ecuatia

1+ ab
x> —(a+b)x+ (a+b)— > =0

are solutiile x4, x, € R, x; # x,, pentru care
1+ab _ a?+b%+ab-1

s=x1+x2=a+bENn[4,00),p=x1x2=(a+b)—a+b — > 0si
1+ab
(xl_l)(x2_1)=1_a+b<1' 1p

Presupunem ca existd cel putin o solutie intreagd, adica x; € Z* si x; < x,.

Dinx; + x, E NN [4,0) rezultda ca x, €N, cu x;x, > 0,deci1 < x; < x,

_ 1+ab
Dacix; =1, atunci 0 = (x; - D —1) = 1 - = d

a+b=1+abs (a—1)(b—-1)=0

egalitate care nu are loc pentrua > 2si b > 2. 05p
Daca 2 < x; < x,, atunci 1 < (x; — 1)(x, — 1), contradictie cu (x; — 1)(x, — 1) < 1. 05p
In concluzie, pentru > 2 si b = 2, ecuatia nu are solutii numere intregi. 05p

Subiecte selectate si propuse de catre
Prof. GIURGI VASILE
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