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Subiectul 1.  

Fie triunghiul 𝐴𝐵𝐶 și punctele 𝑀, 𝑁, 𝑃 situate pe laturile 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, respectiv 𝐴𝐵 astfel încât 

 𝐴𝑀 ∩ 𝐵𝑁 ∩ 𝐶𝑃 = {𝑋} și 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . Arătați că 𝑋𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑋𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . 

Soluție 

Facem notațiile 
𝐴𝑃

𝑃𝐵
= 𝑥, 

𝐵𝑀

𝑀𝐶
= 𝑦 și 

𝐶𝑁

𝑁𝐴
= 𝑧. Din Teorema lui Ceva avem 

𝑥 ⋅ 𝑦 ⋅ 𝑧 = 1 1 p 

Cum 

𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑦

𝑦 + 1
⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝑥

𝑥 + 1
⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

𝑧

𝑧 + 1
⋅ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

1,5 p 

egalitatea 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ , implică 

0⃗ =
𝑦

𝑦 + 1
⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑥

𝑥 + 1
⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑧

𝑧 + 1
⋅ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

𝑦

𝑦 + 1
−

𝑧

𝑧 + 1
) ⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (

𝑥

𝑥 + 1
−

𝑧

𝑧 + 1
) ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2 p 

Liniar independența vectorilor 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ și 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ implică 𝑥 = 𝑦 = 𝑧. 0,5 p 

Din 𝑥𝑦𝑧 = 1, rezultă 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1, 1 p 

deci 𝑋 este centrul de greutate al triunghiului 𝐴𝐵𝐶, de unde rezultă 𝑋𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑋𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  1 p 

 

Subiectul 2.  

Demonstrați că numărul natural 3𝑛+2 + 9𝑛+1 + 42𝑛+1 + 44𝑛+1 se divide cu 13 pentru orice 𝑛 ∈ ℕ. 

Gazeta Matematică (supliment) 2/2025 

Soluție Varianta 1 

Fie 𝑁𝑛 = 3𝑛+2 + 9𝑛+1 + 42𝑛+1 + 44𝑛+1 oricare ar fi 𝑛 ∈ ℕ. 

Se folosește principiul inducției matematice pentru a demonstra că propoziția 

𝑃(𝑛):   𝑁𝑛 ⋮ 13 

este adevărată oricare ar fi 𝑛 ∈ ℕ.  

Pasul de verificare: Propoziția 𝑃(0) ∶  𝑁0 = 32 + 9 + 4 + 4 = 2 ⋅ 13 ⋮ 13 este adevărată 1 p 
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Pasul inducției: Presupunem că că propoziția 𝑃(𝑘) este adevărată și arătăm că și 

propoziția 𝑃(𝑘 + 1) este adevărată. Avem că există 𝐾 ∈ ℕ∗ pentru care  

3𝑘+2 + 9𝑘+1 + 42𝑘+1 + 44𝑘+1 = 13 ⋅ 𝐾  

și 

𝑁𝑘+1 = 3𝑘+3 + 9𝑘+2 + 42𝑘+3 + 44𝑘+5

= 3 ⋅ 3𝑘+2 + (3 + 6)9𝑘+1 + (3 + 13)42𝑘+1 + (3 + 253)44𝑘+1 1 p 

= 3(3𝑘+2 + 9𝑘+1 + 42𝑘+1 + 44𝑘+1) + 6 ⋅ 9𝑘+1 + 13 ⋅ 42𝑘+1 + (6 + 247) ⋅ 44𝑘+1 1 p 

= 3 ⋅ 13 ⋅ 𝐾 + 13 ⋅ 42𝑘+1(1 + 19 ⋅ 42𝑘) + 6 ⋅ 13 ⋅ 9𝑘 + 6(4 ⋅ 44𝑘 − 4 ⋅ 9𝑘)  

= 3 ⋅ 13 ⋅ 𝐾 + 13 ⋅ 42𝑘+1(1 + 19 ⋅ 42𝑘) + 6 ⋅ 13 ⋅ 9𝑘 + 6 ⋅ 4 ⋅ (44𝑘 − 9𝑘) 1 p 

Pentru orice 𝑘 ∈ ℕ există 𝑚 ∈ ℕ pentru care  

44𝑘 − 9𝑘 = (44 − 9) ⋅ 𝑚 = 247 ⋅ 𝑚 = 13 ⋅ 19 ⋅ 𝑚 1 p 

deci  

𝑁𝑘+1 = 13 ⋅ (3𝐾 + 42𝑘+1(1 + 19 ⋅ 42𝑘) + 6 ⋅ 9𝑘 + 24 ⋅ 19 ⋅ 𝑚) ⋮ 13 1 p 

Conform principiului inducției matematice rezultă că propoziția 𝑃(𝑛):   𝑁𝑛 ⋮ 13 este 

adevărată oricare ar fi 𝑛 ∈ ℕ. 1 p 

Soluție Varianta 2 

Conform formulei 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 ⋅ 𝑏 + 𝑎𝑛−3 ⋅ 𝑏2 + ⋯+ 𝑎 ⋅ 𝑏𝑛−2 +

𝑏𝑛−1) 

avem că există 𝐾1(𝑛), 𝐾2(𝑛) ∈ ℕ∗ pentru care   

44𝑛 − 9𝑛 = (44)𝑛 − 9𝑛 = (256 − 9) ⋅ 𝐾1(𝑛) = 13 ⋅ 19 ⋅ 𝐾1(𝑛), ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 2 p 

42𝑛 − 3𝑛 = (42)𝑛 − 3𝑛 = (16 − 3) ⋅ 𝐾2(𝑛) = 13 ⋅ 𝐾2(𝑛), ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 2 p 

Fie 𝑛 ∈ ℕ. Avem  

𝑁𝑛 = 3𝑛+2 + 9𝑛+1 + 42𝑛+1 + 44𝑛+1 = (4 ⋅ 44𝑛 + 9 ⋅ 9𝑛) + (9 ⋅ 3𝑛 + 4 ⋅ 42𝑛) 

= 4(44𝑛 − 9𝑛) + 13 ⋅ 9𝑛 + 4(42𝑛 − 3𝑛) + 13 ⋅ 3𝑛 

Deci, există 𝐾1(𝑛), 𝐾2(𝑛) ∈ ℕ∗ pentru care   

𝑁𝑛 = 4 ⋅ 13 ⋅ 19 ⋅ 𝐾1(𝑛) + 4 ⋅ 13 ⋅ 𝐾2(𝑛) + 13 (9𝑛 + 3𝑛) 2 p 

ceea ce implică 𝑁𝑛 ⋮ 13 oricare ar fi 𝑛 ∈ ℕ. 1 p 

 

 

Subiectul 3. Fie 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗ și ecuația  

(𝑎 + 𝑏)𝑥2 − (𝑎 + 𝑏)2𝑥 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎𝑏 = 1. 

a) Arătați că ecuația are două soluții reale. 

b) Arătați că, dacă 𝑎 ≥ 2 și 𝑏 ≥ 2, atunci ecuația nu are soluții întregi. 

Gazeta Matematică, 11/2024 

Soluție 
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a) Cum 𝑎 + 𝑏 ≠ 0, ecuația se scrie sub forma echivalentă 

𝑥2 − (𝑎 + 𝑏)𝑥 + (𝑎 + 𝑏) −
1 + 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
= 0  

cu discriminantul 

Δ = (𝑎 + 𝑏)2 − 4(𝑎 + 𝑏) + 4 ⋅
1 + 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 1 p 

Δ = (𝑎 + 𝑏 − 2)2 + 4 ⋅
(𝑎 − 1)(𝑏 − 1)

𝑎 + 𝑏
≥ 0 

oricare ar fi 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗, ceea ce implică existența a două soluții reale pentru ecuația 

considerată. 2 p 

b) Pentru 𝑎 ≥ 2 și 𝑏 ≥ 2, ecuația 

𝑥2 − (𝑎 + 𝑏)𝑥 + (𝑎 + 𝑏) −
1 + 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
= 0 

are soluțiile 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ, 𝑥1 ≠ 𝑥2, pentru care 

 𝑠 = 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑎 + 𝑏 ∈ ℕ ∩ [4,∞), 𝑝 = 𝑥1𝑥2 = (𝑎 + 𝑏) −
1+𝑎𝑏

𝑎+𝑏
=

𝑎2+𝑏2+𝑎𝑏−1

𝑎+𝑏
> 0 și  

(𝑥1 − 1)(𝑥2 − 1) = 1 −
1 + 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
< 1. 1 p 

Presupunem că există cel puțin o soluție întreagă, adică 𝑥1 ∈ ℤ∗ și 𝑥1 < 𝑥2.  

Din 𝑥1 + 𝑥2 ∈ ℕ ∩ [4,∞) rezultă că 𝑥2 ∈ ℕ, cu 𝑥1𝑥2 > 0, deci 1 ≤ 𝑥1 < 𝑥2 

și (𝑥1 − 1)(𝑥2 − 1) = 1 −
1+𝑎𝑏

𝑎+𝑏
∈ ℤ ∖ ℕ 1,5 p 

Dacă 𝑥1 = 1, atunci 0 = (𝑥1 − 1)(𝑥2 − 1) = 1 −
1+𝑎𝑏

𝑎+𝑏
, deci 

𝑎 + 𝑏 = 1 + 𝑎𝑏 ⇔ (𝑎 − 1)(𝑏 − 1) = 0 

egalitate care nu are loc pentru 𝑎 ≥ 2 și 𝑏 ≥ 2. 0,5 p 

Dacă 2 ≤ 𝑥1 < 𝑥2, atunci 1 < (𝑥1 − 1)(𝑥2 − 1), contradicție cu (𝑥1 − 1)(𝑥2 − 1) < 1. 0,5 p 

În concluzie, pentru ≥ 2 și 𝑏 ≥ 2, ecuația nu are soluții numere întregi. 0,5 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

Subiecte selectate și propuse de către 

Prof. GIURGI VASILE 
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