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Subiectul 1. Pentru orice număr natural nenul 𝑛 ∈ ℕ∗ se definesc numerele 𝑁𝑛 = (2 + √3)
𝑛

, 

𝑥𝑛 = ∑ 𝐶2𝑛
2𝑘 ⋅ 22(𝑛−𝑘) ⋅ 3𝑘

𝑛

𝑘=0

              și                   𝑦𝑛 = ∑ 𝐶2𝑛
2𝑘+1 ⋅ 22(𝑛−𝑘)−1 ⋅ 3𝑘

𝑛

𝑘=0

. 

a) Arătați că [𝑁𝑛] este un număr natural impar, unde prin [𝑎] s-a notat partea întreagă a numărului 

real 𝑎 ∈ ℝ. 

b) Arătați că 𝑥𝑛 și 𝑦𝑛 sunt numere coprime. 

Soluție 

a) Se definesc șirurile de numere naturale nenule (𝑎𝑛)𝑛≥1 și (𝑏𝑛)𝑛≥1 astfel încât  

𝑁𝑛 = (2 + √3)
𝑛

= 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛√3, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

Atunci  

(2 − √3)
𝑛

= 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛√3, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 1 p 

Rezultă 

(2 + √3)
𝑛

+ (2 − √3)
𝑛

= 2𝑎𝑛, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

deci 

(2 + √3)
𝑛

= (2𝑎𝑛 − 1) + 1 − (2 − √3)
𝑛

, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 1 p 

Cum 

0 <  1 − (2 − √3)
𝑛

< 1, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 1 p 

avem că 

[𝑁𝑛] = [(2 + √3)
𝑛

] = 2𝑎𝑛 − 1, ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

este un număr impar. 1 p 

b) Cum  

(2 + √3)
2𝑛

= ∑ 𝐶2𝑛
𝑖 ⋅ 22𝑛−𝑖 ⋅ 3

𝑖
2

2𝑛

𝑖=0

= ∑ 𝐶2𝑛
2𝑘 ⋅ 22(𝑛−𝑘) ⋅ 3𝑘

𝑛

𝑘=0

+ (∑ 𝐶2𝑛
2𝑘+1 ⋅ 22(𝑛−𝑘)−1 ⋅ 3𝑘

𝑛

𝑘=0

) √3 
 

avem 

(2 + √3)
2𝑛

= 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛√3 

(2 − √3)
2𝑛

= 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛√3 1 p 
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Atunci 

1 = (2 + √3)
2𝑛

⋅ (2 − √3)
2𝑛

⟺ 1 = 𝑥𝑛
2 − 3𝑦𝑛

2 1 p 

Dacă 𝑑 este un divizor comun am numerelor că 𝑥𝑛 și 𝑦𝑛, atunci există numerele 

naturale nenule 𝑝𝑛 și 𝑞𝑛 pentru care 𝑥𝑛 = 𝑑 ⋅ 𝑝𝑛, respective 𝑦𝑛 = 𝑑 ⋅ 𝑞𝑛, cu (𝑝𝑛, 𝑞𝑛) = 1.  

Cum 𝑑 | 𝑥𝑛
2 − 3𝑦𝑛

2, resultă că 𝑑 | 1, deci 𝑑 = 1, ceea ce este echivalent cu faptul că  

𝑥𝑛 și 𝑦𝑛 sunt numere coprime. 1 p 

 

Subiectul 2. Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ∗ și ecuația 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0, cu rădăcinile 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ. 

a) Arătați că |𝑧1| = |𝑧2| dacă și numai dacă 
𝑏2

𝑎𝑐
∈ ℝ ∩ [0,4]. 

b) Demonstrați că dacă 𝜔 ∈ {𝑧1, 𝑧2} și 
𝑏2

𝑎𝑐
∈ ℝ ∩ (0,4], atunci |𝑏| < 2 ⋅ |𝑎𝜔|. 

Vasile Giurgi 

Soluție 

a) Din 𝑧1 + 𝑧2 = −
𝑏

𝑎
 și 𝑧1𝑧2 =

𝑐

𝑎
 se obține  

𝑏2

𝑎𝑐
=

𝑧1

𝑧2
+

𝑧2

𝑧1
+ 2 

1 p 

Pentru 𝑧𝑘 = 𝑟𝑘 ⋅ [cos(𝑡𝑘) + 𝑖 ⋅ sin(𝑡𝑘)], 𝑘 = 1,2̅̅ ̅̅ , cu 𝑟1, 𝑟2 ∈ (0, ∞), se obține 

𝑏2

𝑎𝑐
=

𝑧1

𝑧2
+

𝑧2

𝑧1
+ 2 = (

𝑟1

𝑟2
+

𝑟2

𝑟1
) cos(𝑡1 − 𝑡2) + 𝑖 ⋅ (

𝑟1

𝑟2
−

𝑟2

𝑟1
) ⋅ sin(𝑡1 − 𝑡2) + 2. 

1 p 

„⇒” Pentru |𝑧1| = |𝑧2| = 𝑟, cu 𝑧𝑘 = 𝑟 ⋅ [cos(𝑡𝑘) + 𝑖 ⋅ sin(𝑡𝑘)], 𝑘 = 1,2̅̅ ̅̅  rezultă 

𝑏2

𝑎𝑐
=

𝑧1

𝑧2
+

𝑧2

𝑧1
+ 2 = cos(𝑡1 − 𝑡2) + 𝑖 ⋅ sin(𝑡1 − 𝑡2) + cos(𝑡2 − 𝑡1) + 𝑖 ⋅ sin(𝑡2 − 𝑡1) + 2 

Din paritatea, respective imparitatea, funcțiilor trigonometrice, se obține  

𝑏2

𝑎𝑐
= 4 ⋅ cos2 (

𝑡1 − 𝑡2

2
) ∈ ℝ ∩ [0,4] 1 p 

„⇐” Presupunem că 
𝑏2

𝑎𝑐
∈ ℝ ∩ [0,4] și |𝑧1| ≠ |𝑧2|. Avem 

𝑏2

𝑎𝑐
=

𝑧1

𝑧2
+

𝑧2

𝑧1
+ 2 = (

𝑟1

𝑟2
+

𝑟2

𝑟1
) cos(𝑡1 − 𝑡2) + 𝑖 ⋅ (

𝑟1

𝑟2
−

𝑟2

𝑟1
) ⋅ sin(𝑡1 − 𝑡2) + 2 ∈ ℝ ∩ [0,4]. 

 

Atunci sin(𝑡1 − 𝑡2) = 0, deci 𝑡1 − 𝑡2 = 𝑛𝜋, unde 𝑛 ∈ ℤ,  

ceea ce implică cos(𝑡1 − 𝑡2) = (−1)𝑛, cu 𝑛 ∈ ℤ. Deci 
𝑏2

𝑎𝑐
= (

𝑟1

𝑟2
+

𝑟2

𝑟1
) ⋅ (−1)𝑛 + 2  1 p 

Pentru orice 𝑟1, 𝑟2 ∈ (0, ∞), cu 𝑟1 ≠ 𝑟2, avem 
𝑟1

𝑟2
+

𝑟2

𝑟1
> 2,  

deci (
𝑟1

𝑟2
+

𝑟2

𝑟1
) ⋅ (−1)𝑛 + 2 ∈ ℝ ∖ (0,4), contradicție cu 

𝑏2

𝑎𝑐
= (

𝑟1

𝑟2
+

𝑟2

𝑟1
) ⋅ (−1)𝑛 + 2 ∈ [0,4]. 

În concluzie, dacă 
𝑏2

𝑎𝑐
∈ ℝ ∩ [0,4], atunci |𝑧1| = |𝑧2|. 1 p 
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b) Dacă 𝑘 =
𝑏2

𝑎𝑐
∈ ℝ ∩ (0,4], atunci Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝑏2 (1 −

4

𝑘
), unde 1 −

4

𝑘
< 0. 

Cum  

𝜔 =
−𝑏 ± 𝑖√𝑏2 (

4
𝑘

− 1)

2𝑎
= −

𝑏

2𝑎
(1 ∓ 𝑖√

4

𝑘
− 1) 

1 p 

cu 

|𝜔| =
|𝑏|

2|𝑎|
√1 +

4

𝑘
− 1 ⇒ |𝑏| = |𝑎𝜔| ⋅ √𝑘 < 2 ⋅ |𝑎𝜔| 

1 p 

 

 

Subiectul 3. Fie funcțiile 𝑓, 𝑔: ℝ ∖ {0,45} → ℝ, cu 𝑔(𝑥) = 2𝑓(𝑥) − 45 (1 −
45

𝑥
)  oricare ar fi 𝑥 ∈ ℝ ∖

{0,45}. 

a) Determinați funcția 𝑓 pentru care egalitatea  

𝑓(𝑥) + 𝑓 (
2025

45 − 𝑥
) = 𝑥 

are loc oricare ar fi 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0,45}. 

b)  Arătați că funcția 𝑔 nu este injectivă. 

Andrei Horvat-Marc 

Soluție 

a) Pentru 𝑥 =
2025

45−𝑠
, avem 

2025

45−𝑥
= 45 (1 −

45

𝑠
), deci 

𝑓 (
2025

45 − 𝑠
) + 𝑓 (45 (1 −

45

𝑠
)) =

2025

45 − 𝑠
, ∀𝑠 ∈ ℝ ∖ {0,45} 

1 p 

Cum 𝑓 (
2025

45−𝑥
) = 𝑥 − 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0,45}, egalitatea de mai sus devine 

𝑠 − 𝑓(𝑠) + 𝑓 (45 (1 −
45

𝑠
)) =

2025

45 − 𝑠
, ∀𝑠 ∈ ℝ ∖ {0,45} 

1 p 

Pentru 𝑠 =
2025

45−𝑥
, avem 45 (1 −

45

𝑠
) = 𝑥, iar egalitatea precedentă devine 

2025

45 − 𝑥
− (𝑥 − 𝑓(𝑥)) + 𝑓(𝑥) = 45 (1 −

45

𝑥
) , ∀𝑥 ∈ ℝ ∖ {0,45} 

1 p 

de unde se obține 

mailto:cndv.sighet@gmail.com


 

Colegiul Național  ”Dragoș Vodă” 
Sighetu Marmației, Mihai Viteazu 14, Maramureș 435500 
Tel. 0786813070, Email: cndv.sighet@gmail.com,  
Web: www.cndv.ro 

  Pagină 4 din 4  

 

COLEGIUL NAȚIONAL 

„DRAGOȘ VODĂ” 

SIGHETU MARMAȚIEI 

MINISTERUL 
EDUCAȚIEI ȘI 
CERCETĂRII 

SOCIETATEA  

DE ȘTIINȚE MATEMATICE 

MARAMUREȘ 

𝑓(𝑥) =
𝑥

2
−

2025

2(45 − 𝑥)
+

45

2
(1 −

45

𝑥
) , ∀𝑥 ∈ ℝ ∖ {0,45}. 

1 p 

b) Se obține 

𝑔(𝑥) = 𝑥 −
2025

45 − 𝑥
, ∀𝑥 ∈ ℝ ∖ {0,45}.  

1 p 

Cum  

𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦) = (𝑥 − 𝑦) (1 −
2025

(45 − 𝑥)(45 − 𝑦)
) =

𝑥 − 𝑦

(45 − 𝑥)(45 − 𝑦)
(𝑥𝑦 − 45𝑥 − 45𝑦) 

Egalitatea 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑦) are loc atât pentru 𝑥 = 𝑦, cât și pentru 𝑦 =
45𝑥

𝑥−45
, 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0,45}.                  1 p 

Cum 𝑥 ≠
45𝑥

𝑥−45
 și 𝑔(𝑥) = 𝑔 (

45𝑥

𝑥−45
) oricare ar fi 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0,45,90}, rezultă că funcția 𝑔 nu este 

injectivă.                                                                                                                                                         1 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Subiecte selectate și propuse de către 

Prof. GIURGI VASILE 
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