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Subiectul 1. Pentru orice numar natural nenul n € N* se definesc numerele N,, = (2 + \/§)n,
n n

X, = Z CZZTIE . 22(n—k) . 3k $1 Yy = Z CZZTlf+1 . 22(n—k)—1 . 3k.
k=0 k=0
a) Ardtati ca [N,,] este un numar natural impar, unde prin [a] s-a notat partea intreagd a numarului

real a € R.
b) Aratati ca x, si y, sunt numere coprime.
Solutie
a) Se definesc sirurile de numere naturale nenule (a,),»1 si (b,)n>1 astfel incat

N,=(2+V3) =a,+b,V3, VneN

Atunci
(2—\/§)n=an—bn\/§, vn € N* 1p
Rezulta
(2+v3) " +(2-v3)" =2a,, VneN
deci
(2+V3)' = Qay-1)+1-(2-V3)", VneN 1p
Cum
0<1-(2-v3)"<1, vneN 1p
avem Ca
(Nl =|(2+V3)"| =22, -1, vneN
este un numar impar. 1p
b) Cum
2n , n n
(2+ \/§)2n _ Z ci . g2ni. 3% _ Z 2k . g2n=K) . 3k 4 (Z 2R+ . g2(n-k)-1 3k>\/§
i=0 k=0 k=0
avem
2+3) " =xy + 3
(z_ﬁ)zn:xn—%ﬂ@ 1p
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Atunci
2n 2n 2 2
1=024V3)" - (2-V3) o 1=x%-3y? 1p

Daca d este un divizor comun am numerelor ca x,, si y,, atunci exista numerele
naturale nenule p,, si q,, pentru care x,, = d - p,, respective y,, = d - qp,, cu (pp, q,) = 1.
Cum d | x; — 3y, resultd ca d | 1, deci d = 1, ceea ce este echivalent cu faptul ca

Xn 81 Y, sunt numere coprime. 1p

Subiectul 2. Fie a, b, c € C* si ecuatia az? + bz + ¢ = 0, cu radécinile z,, z, € C.
et . . . . b2
a) Aratati ca |z,| = |z,| daca si numai daca —€ RN [0,4].

2
b) Demonstrati ca daca w € {z;,2,} si % € RN (0,4], atunci |b| < 2 - |aw]|.

Vasile Giurgi
Solutie
a)Dinz, +z, =— Z Siz1z, = 2 se obtine
b? z; z
—==+242 |
ac zZ, zy P
Pentru z;, =1y, - [cos(t) + i - sin(t,)], k = 1,2, cu ry, 1, € (0, ), se obtine
b? z, =z T T
—=24212= (—1+—2)cos(t1 —ty) +i- (—1——2)-sin(1:1 —t,) + 2.
ac  z, 7 r, N T, T 1p
,=" Pentru |z,| = |z,| =7, cuz, =1 - [cos(ty) + i -sin(t,)], k = 1,2 rezulta
b’  z; 7z . .
—=—+—4+2=cos(t;y —t,) + i sin(ty —t;) +cos(t, —t;) + i sin(t, —t;) + 2
ac z, z,
Din paritatea, respective imparitatea, functiilor trigonometrice, se obtine
b’ 4 Z(tl_tz) € RN [0,4]
— =4.cos*|—— ,
ac 2 1p
2
, <" Presupunem ca % € RN [0,4] si|z| # |23]. Avem
b2 z, z T T
ac z, 2z, r, n r, m
Atunci sin(t; — t,) = 0,decit; —t, = nm,unden € Z,
b? T T
. . _ — (1) i—=(2L+2).(=1)"
ceea ce implica cos(t; —t,) = (—=1)", cun € Z. Deci — (rz + rl) (D" +2 1p
Pentru orice ry, 1, € (0,), cu r; # r,, avem :—1 + :—2 > 2,
2 1
2
deci (T—l + T—Z) (=D +2 € R\ (0,4), contradictie cu — = (2 +2) . (~1)" + 2 € [0,4].
1) T ac > Tn
A 2
In concluzie, daca % € RN [0,4], atunci |z,| = |z,]. 1p

Colegiul National ”“Dragos Voda” Pagind 2 din 4
Sighetu Marmatiei, Mihai Viteazu 14, Maramures 435500

Tel. 0786813070, Email: cndv.sighet@gmail.com,

Web: www.cndv.ro



mailto:cndv.sighet@gmail.com

COLEGIUL NATIONAL

2, MINISTERUL SOCIETATEA
B e »DRAGOS VODA EDUCATIEI 5 DE STIINTE MATEMATICE
CERCETARII

MARAMURES

5—\9/;- SIGHETU MARMATIEI

2
b) Daca k = % € Rn (0,4], atunci A = b? — 4ac = b? (1 —%), unde 1 —%< 0.

Cum
. 4
PG 1Fi[2-1
w= 2a ~ 2a AL
1p
cu
b 4
|w|=L 1+—-—1=|b| = |aw| - Vk <2 |aw|
2|al k

1p

Subiectul 3. Fie functiile f,g: R\ {0,45} = R, cu g(x) = 2f(x) — 45 (1 — 475) oricare ar fi x € R\
{0,45}.
a) Determinati functia f pentru care egalitatea

Fe+f(

2025 ) _

45 —
are loc oricare ar fi x € R\ {0,45}.

b) Arétati ca functia g nu este injectiva.
Andrei Horvat-Marc
Solutie

2025 2025 45 .
a) Pentru x = , avem —— = 45 (1 — —), deci
45—5 45 s

f(2025)+f<45(1_t_5)>:% Vs € R\ {0,45}

45 — s 45 — s’
1p
2025 . . .
Cum f (45_x) =x — f(x), x € R\ {0,45}, egalitatea de mai sus devine
(s) + 45(1 45) _ 2025 e R\ {0,45)
S=fE+f s)] " a5—5"° \ O,
1p
Pentru s = 2222 avem 45 (1 - E) = x, iar egalitatea precedenta devine
45—x N
2025 ( (x)) + ()—45(1 45>v € R\ {0,45}
45— fx f) = x ) \ O
1p
de unde se obtine
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x 2025 45

F =5 305-5 "3 (1 —1—5),\19; € R\ {0,45).
b) Se obtine
g0) = x = o, ¥x € R\ {0,45).
Cum
g —g» = (x-y) (1 - —ig?js — y)) = 8 —J;)_(i]s —y (ey = 45x — 45)

5x

Egalitatea g(x) = g(y) are loc atat pentru x = y, cat si pentruy = h, x € R\ {0,45}.

Cum x # % siglx) =g (&) oricare ar fi x € R\ {0,45,90}, rezulta ca functia g nu este

injectiva.

Subiecte selectate si propuse de catre
Prof. GIURGI VASILE
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