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BAREM
a -—b

b ) eM®),

Subiectul 1. Fie numerele reale nenule a, b € R*, cu 3a? — b? = 0, matricea 4 = (

sirurile de numere reale (x,),>1, (Vn)n>1 pentru care

2 2
Xn+1 + Yn+1 . .
———— = det(4), oricarearfin > 1

le + yTl
si multimile X, Y a cdror elemente sunt numerele reale ce reprezinta termenii sirurilor (x,).>1,
respectiv (¥,)n>1- Aratati ca daca exista k € N* pentru care x; = y,, atunci multimea X NY are o

infinitate de elemente.
Andrei Horvat-Marc

Solutie
. (Xn+1) _ . (*n . Xnpt1 = AXp — by,
Din (yn+1) =A ( n) se obtine {yn+1 — bx, + ay, 1p

Cum xZ,1 + Y21 = (ax, — by,)? + (bx, + ay,)? = (a® + b?)(x2 + y2) implica

2 2
Xn+1 + Vn+1

X2 T 2 = det(4), oricarearfin > 1 1p
se obtine X5 = 2ax,41 — (@ + b?)xy, Si Vnyo = 2aYpsq — (@% + by, n > 1. 1p
Atundi x,43 = —8a3x, si 16 = (2a)°x,, n = 1. Analog yp.6 = (2a)%y,, , n = 1. 2p
Daca existd k € N* pentru care x; = yy, atunci Xy,¢p = Yk+6p Oricare ar fip € N 1p

deci termenii de rang k + 6p din ambele siruri (x,,),>1 Si (Vn)n21 sunt egali, ceea ce

implica faptul cd multimea X NY are o infinitate de elemente. 1p

Subiectul 2. Functia cosh: R — R, numita cosinus hiperbolic, este definita prin cosh(x) = % (e*+e™)

oricare ar fi x € R. Fie a € [-1,1] un numadr real. Aratati ca pentru orice numar real x € R are loc

inegalitatea
a - cos(x) + cosh(x) =1+ a.
Ovidiu F. Pop
Solutie
Fiea € [-1,1] si functia f, : R = R, cu f,(x) = a - cos(x) + cosh(x), x € R.
Cum f, este o functie para, continud pe R, este suficient sa aratdm ca 1p
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fa(x) =1+ a oricare ar fi x > 0.
Avem
: . 1 - 1
fa(x) = —a - sin(x) + E(ex —e™) p
1
'(x) = —a - cos(x) + E(ex +e™¥) 1p
Cum%(ex +e7*) > 1oricarear fi x € R, rezulta f;'(x) = 1 — a - cos(x),
iar pentru a € [-1,1] avem
'(x) = 0 oricarearfix =0 1p

Atunci f; este o functie crescatoare pe (0, o), deci
fa(x) = f,(0) = 0 oricare ar fix = 0 1p
Atunci f, este o functie crescatoare pe (0, ), deci f,(x) = £,(0), ceea ce implica
a - cos(x) + cosh(x) = a+ 1oricarearfix >0 1p
Cum f, este o functie para, crescatoare pe (0, ), deci descrescatoare pe (—0,0),

avem ca

f2(x) = a- cos(x) + cosh(x) = £,(0) =1+ a, Vx € R. 1p

Subiectul 3. Pentru o matrice M € M,,(C), cu n € N*, notdm cu M* adjuncta ei, iar urma ei cu tr(M).

Fie A € M3 4(C) si B € M, 3(C) doua matrice. Aratati ca daca matrice AB este singulard, atunci
tr((BA)*) = det(BA) = 0.

Solutie

Prin Py (X) notam polinomul caracteristic al matricei M € M, (C).

Daca AB € M3(C) este o matrice singulara, atunci det(AB) = 0 si 1p
Ps(X) = X3 —tr(AB) - X% + tr((AB)*) - X 2p
Avem
Pea(X) = X - Pyg(X) = X* — tr(AB) - X3 + tr((AB)*) - X2 1p
si
Pga(X) = X* —tr(BA) - X3 + a - X? —tr((BA)*) - X + det(BA) 1p
Prin identificarea coeficientilor se obtine
tr((BA)*) = det(BA) = 0. 2p

Subiecte selectate si propuse de catre
Prof. POr OVIDIU-FLORIN
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