COLEGIUL NATIONAL

2, MINISTERUL SOCIETATEA
8 [ »DRAGOS VODA EDUCATIEI 5 DE STIINTE MATEMATICE
CERCETARII

MARAMURES

= (N =)
&P =m  SIGHETU MARMATIEI

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA SI INFORMATICA ,SIGMA”
sectiunea MATEMATICA
EDITIA a XXIX-a
10.05.2025
Clasa a XII-a
BAREM

Subiectul 1. Fie (4,+,") un inel comutativ, a € A\ {0} si p € A\ {0, —a} astfel incat p(p + a) = 0.
Determinati produsul radacinilor nenule ale ecuatiei

x% +ax = 0.
Solutie

Notdm cu P produsul cdutat.

Din ipoteza avem ca ecuatia x? 4+ ax = 0 admite solutiile distincte x; = 0, x, = —a si
X3 = P. 0,25 p
Dinp # —a,avemp + a # 0, deci —(p + a) # 0. 0,25 p
Dinp # 0,avem p + a # a,deci —(p + a) # —a. 0,25 p
Pentru x: = —(p + a), avem

x% +ax = (—(p+a))2+a(—(p+a)) =p*+2pa+a®—ap—a*=p*+ap=0. 1p
Deci x, = —(p + a) este o altd solutie nenuld a ecuatiei considerate. 0,25 p

Caz I. Daca 2p + a = 0, atunci x3 = x, si avem
Xy x3 = (—a)p = 2p - p = 2p* 1p
Dar —ap = p?, deci 2p* = p? ceea ce implica p? = 0. Rezultd ca x, - x3 = 0, iar cum

produsul P are ca factor produsul x, - x3, se de deduce ca P = 0. 1p
Caz II. Daca 2p + a # 0, adica x3 # x, si

X3 x=p-(=(p+a)=-(@*+pa) =0 1p
Cum produsul P are ca factor produsul x; - x4, se de deduce ca P = 0. 1p

In concluzie, produsul radicinilor nenule ale ecuatiei x? + ax = 0 este
P =0. 1p

Subiectul 2. Fie n € N* un numar natural nenul si numerele reale a; € R, i = 1,2n + 1 astfel incat
Arn—1 Ar2n+1

e B - + =0
2n+1 2n—-1 2n-3 3 1

Aratati ca ecuatia
2n+1 2n 2n-1 2 —
apX + a1 x“" + ax + ot Ay X+ ax +dzpe =0

are cel putin o solutie in intervalul [-1,1].
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Solutie
Fie functia f: R = R, cu
fx) = apx®™ 1 + a;x®™ + a,x®™ 1+ o+ Ay 1 X% + AgpX + Apneq

Avem
1 1
2n+2 2n+1 3 X2
x)dx =(ay - m——=+a;- +-tay -5 tay, 5 +ta X
ff() <0 2n+2 12n+1 2n-1 3 2n 2 2n+1 > .
_1 -
1
a; as as Aon-1  O2n+1
J.f() 2n+1 2n—-1 2n-3 3 1
2 ip
Conforma teoremei de medie, exista ¢ € [—1,1] pentru care
1
[rwax=2-r@
e 2p
Deci, exista c € (—1,1) astfel incat f(c) = 0, ceea ce revine la faptul ca ecuatia
Apx?™ 1 + @ x? 4+ ayx® ot ay, X2 + agyx + aype =0
are cel putin o solutie in intervalul [-1,1]. 1p

Subiectul 3. Fie numerele realea < b six = x + b%a oricare ar fi x € [a, asz] Fie f:[a, b] — [0,] 0o
functie integrabild Riemann pe [a, b], al cdrei grafic este simetric fata de dreapta 2x = a + b si

pentru care are loc egalitatea

3a+b]

f F(odt + f_ FOdt = (x — ) f () + @-DfE), Vxe [a, -

Aratati ca

b b — 3 b 3b
daci f f(xX)dx = Ta.(f(a) + f(b)),atunci f(a) = f( a: >+f<a: )

Andrei Horvat-Marc
Solutie
Cum functia f are graficul simetric fata de dreapta 2x = a + b, avem cd

f(x) = f(a+ b — x) oricare ar fi x € [a, b], deci au loc egalitatile f(a) = f(b), respectiv

(3a + b) _ (a + 3b)

=)= 1p

Fie h = =%, Avem

a+h=3a+b,a+2h=a4ﬂ,a+3h=a:3b,a=azﬁ=a+2h§ia+h=a+3h,deci
fla+h)=f(a+h). 4p
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Cu schimbarea de variabila ¢t := a + b — s se obtine
a+h b
[ rode=| rerds
a a+3h
a+th a+3h a+2h
j £(6) dt = f £(s) ds = f £(s) ds
a a+2h a+h
Din
b a+h a+2h a+3h b
f f(t)dtzf f(t)dt+f f(t)dt+f f(t)dt+f f(t)dt
a a a+h a+2h a+3h
si din egalitdtile anterioare, se obtine
b a+h ath
f ft)dt =2 f f dt+f f(t)dt
a a a 1 P
Folosind egalitatea din ipoteza ( cu x := a + h), rezulta
b
f f)dt=2(a+h—a)|f(a+h)+f(a+h)]
a
= 2h[f(a+ h) + f(a+ 3h)]
3a+b
= (- fle+h) =b-a f ()
Cum
b b—a 1
[ reax =222 @+ £0) =30 - @) - f @@,
a
se obtine
1 3a+b
> f@=f(=)
deci
@ =2 (3a+b)_ <3a+b>+ (a+3b>
flay=2-f{—3—) =/ \—=—) 1p
Subiecte selectate si propuse de catre
Prof. PoP OVIDIU-FLORIN
Colegiul National ”“Dragos Voda” Pagind 3 din 3

Sighetu Marmatiei, Mihai Viteazu 14, Maramures 435500
Tel. 0786813070, Email: cndv.sighet@gmail.com,
Web: www.cndv.ro



mailto:cndv.sighet@gmail.com

