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Problema 1. Fie P un poligon in plan. Pentru fiecare n € N*, consideram o retea
infinita de patrate de laturd n~! iar dintre toate multimile de astfel de patrate care
acopera in totalitate poligonul P si interiorul sau, alegem una de cardinal minim A,
si notam cu a,, suma ariilor patratelor din A,,.

Aratati ca sirul (a,),>1 este convergent iar limita sa este aria poligonului P.

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie. Pentru fiecare n > 2 consideram un poligon Q,, asemenea cu P care il
contine pe P in interior si are laturile paralele cu ale lui P, iar distanta dintre laturile

corespondente ale lui P si Q,, este %

Atunci, din definitia multimii A,,, observam ca aceasta este inclusa in interiorul
poligonului Q,,, deci [P] < a,, < [Q,].

Fie p perimetrul lui P gi m numarul de varfuri al acestuia. Observam ca suprafata lui
Q,, este compusa din suprafata lui P plus o bordura de grosime \/Ti externa perimetru-

lui lui P. Aceasta are aria formata din dreptunghiurile de latime \/75 formate in exte-
V2

rior pe laturi si m sectoare de cerc de raza = centrate in varfurile lui P.

Atunci [Q,,] < [73]+\/7§-p+m~7r~(\/7§)2, deci [P] < a, < [73]+‘/7§-p+m~7r-(‘/7§)2.

Concluzia rezulta din criteriul clestelui.



Problema 2. Fie A, B € M,,(C), unde n > 2, cu proprietatea cd A> = A, B> = B
si AB = BA. Daci exista k € N* pentru care (A — B)¥ = O, ardtati ci A = B.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Daca avem k = 1, nu avem ce demonstra. Consideram k > 2. Avem
0, = (A=B) = b Ch-(~B) - b = Ak (—B) +- 54 L (~B) - At = A
(~1)8B+AB- YT Cf(—1)! = A4 (=18 B+AB- (S0, G- (—1)' = 1= (-1)}) =
A+ (=) B+ AB[1—-1)F =1+ (=) = A+ (=1)* . B+ AB[(—-1)*"! —1].
Inmultim la dreapta cu B si avem O,, = AB + (—=1)* - B + AB[(—=1)¥*! — 1], deci
AB = A. Atunci (-=1)*1. A+ (=1)*- B = O,,, de unde rezula concluzia.



Problema 3. Consideram functia f : R — R definita prin

%-x—% r< -1
flx) =4 2z xe€[-1,1]
%-x+% r>1

Studiati monotonia, convergenta si limita sirului (z,,),>1 definit prin relatia de recurenta
Tpi1 = f(x,), pentru orice n > 1, in functie de valoarea lui zo € R.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Functia f este impara, asadar este suficient sa studiem cazul o = a > 0.
Daca a = 0, atunci girul (z,), este constant, deci monoton si convergent la 0.

Daca a = 3, atunci f(a) = a. Sirul (x,), este constant, deci monoton si convergent
la 3.

Daca a € (0,3), atunci f(a) > a, deci sirul (z,), este strict crescator si avem f(a) €
(0,3), deci girul este marginit. Atunci acesta este convergent la L gi avem L =
hm Tpi1 = hm f(zy) = f(L). Cum L > 0, deducem ca L = 3.

Daca a > 3, atunci f(a) > 3 si f(a) < a. Rezulta ca sirul (z,), este descrescator,
marginit si lim z, = 3.
n—o0

In concluzie, pentru a € {—3,0,3} sirul este constant. Pentru a € (0,3) sirul este
crescator cu limita 3. Pentru a € (—3,0), sirul este descrescator cu limita —3. Pentru
a > 3, sirul este descrescator cu limita 3. Pentru a < —3, sirul este crescator cu
limita —3.



Problema 4. Fie n > 2 gi numerele complexe distincte 2y, 2, ..., 2,, toate avand
acelagi modul. Determinati rangul matricel A = (|z; — 2;|)1<i j<n-

Vasile Pop, Cluj Napoca

O |21 —ZQ|

Solutie 1. Minorul A; = 121 — 2 0
17— 22

= |21 — 29|* # 0, deci rang(A4) > 2.

Fixam liniile Lq si Lo si aratam ca pentru orice ¢ > 3, exista «;, 5; € C astfel incat
L; = o;Ly + BiLy. Atunci va rezulta ca rang(A) < 3, deci rang(A) = 2.

Daca z1, 22, 2, 2; sunt in aceasta ordine pe cerc, aplicam teorema lui Ptolemeu in

patrulaterul inscriptibil Ay AsA;A; si avem |2z, — 25| - |21 — 22| + |21 — 24| - |22 — 2] =

|21 — 2| - |22 — %], adica a;; = AL ag; — 2 - ayy, pentru orice j = 1,2,...,n, unde

a;; = |z — zj|, deci L; = By — 22L[, pentru ¢ > 3. Daca ordinea pe cerc este
J VAR e ai2 a1 Y ) .

21, %2, 2, %, In mod similar obtinem L; = Zf;Ll — Zi;Lh pentru ¢ > 3.

Solutie 2. Fie z; = R(cos oy + isin ), pentru orice k = 1,2, ...,n, notate astfel
mcat 0 < oy < ap < ... < ay < 27.

Atunci a;; = Ry/(cos o — cos ;)% + (sinoy; — sin ;)2 = 2R sin 5% | = 2R sin “5*
= 2R(sin f3; cos B; — cos B sin §;), unde f; = o;/2.
sin 31 cos [
Deducem ci A = 2R- | *™ P cosfy ], o8 b €8 GRS o8 Fn , de unde rezulta
. sinf; sinfy ... sinf,

sin 3,, cos (3,
rang(A) < 2. La fel ca in solutia 1, avem un minor de ordin 2 nenul, deci rang(A) = 2.



