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Problema 1. Determinati multimile finite de numere reale M, cu cel putin doua
elemente, care au proprietatea ca operatia zoy = |z —y|, pentru orice x,y € M, este
o lege de compozitie pe M.

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. Pentru x = y, obtinem 0 € M. Fie s = min M si t = max M. Atunci t > 0.
Daca s < 0, atunci |t — s| =t — s > t, absurd. Deducem ca 0 = min M.

Fie n = |[M| ¢i @ = min{z € M|z > 0}. Dacad n = 2, avem multimile de forma
M = {0,a}, unde a > 0. Presupunem n > 3. Atunci elementele lui M sunt a; =0 <
as=a<az3<...<a,=t Dargit>t—a>t—ag>...> 0 sunt elemente In M,
deci a,_1 =t — a. Aratam prin inductie dupa k =1,2,...,n—1ca a,_, =t — ka,
cazul £ = 1 este demonstrat.

Presupunem ca a,_, = t — ka. Atunci numerele 0 < ap—p — Gp_(py1) < Ak —
Up—(k42) < - < Qpok — Ap—k—(n—k—1) = An—k, 0 NUMAr de n — k, sunt toate elemente
din M cel mult egale cu a,,_, deci @, — ap—g—1 = a, de unde a,_p_1 =t — (k+1)a.

Atunci elementele lui M sunt in progresie aritmetica, deci M = {0, a, 2a, ..., (n—1)a},
unde a > 0 gi n > 2.



Problema 2. Determinati functiile continue f : R — R, cu proprietatea ca exista
un sir (a,)n>1 de numere reale strict pozitive, convergent la 0, pentru care
F(z +a,) — F(x)

f(z) = — a,, pentru orice n > 1¢i x € R,
Qn,

unde F' este o primitiva a functiei f.

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie. Intrucat f este continua, primitiva sa F este derivabila si avem F’ = f.
Fixam n > 1. Atunci, relatia data ne arata ca i f este derivabila si derivand, obtinem

f(l’—i-an)—f(]?)
) = HEE

flx+an) = f(2)

an

, pentru orice x € R. Atunci, cum n > 1 a fost ales aleator,

avem f'(z) = , pentru orice x € R i orice n > 1 (1).

Din teorema lui Lagrange, deducem ca pentru orice x € R si n > 1, exista b, €
(x,x+ a,) pentru care f'(x) = f'(b,) (2). Relatia (1) ne arata ca si f’ este derivabila
si din teorema lui Rolle, din (2) deducem ca exista ¢, € (z,b,) pentru care f”(c,) =0

’ o
(3). Derivand in (1), obtinem f”(z) = fleta) =/ (x), deci f” este o functie
a

derivabila, in particular continua. Atunci, in (3), daca facem n — oo, avem f”(x) = 0.
Asadar, f” = 0. Atunci f'(x) =bsi f(x) = ax + b, pentru orice = € R.

Revenind in relatia din ipoteza, obtinem a = 2 si observam ca orice functie de forma
f(z) = 2x + b, unde b € R verifica.



Problema 3. Pentru orice numar natural nenul n notam cu D,, multimea divizorilor

sai naturali si definim legea de compozitie z oy = ([23]), pentru orice x,y € D,,.

a) Determinati multimea M = {n € N*|(D,, o) este grup}.
b) Fie n € M. Aratati cd daca a,b € Z si n|a™ — b", atunci n?|a" — b".

Vasile Pop, Cluj Napoca

Solutie. a) Presupunem ci existd p prim cu p|n pentru care p?|n. Atunci, intrucat
(D,,, o) este grup, legea o este asociativd. Dar p,p* € D,, iar (pop)op® =1op* =p?
in timp ce po (pop?) = pop=1. Deducem ci n trebuie si fie liber de patrate.

Reciproc, daca n = p1ps . . . px, unde py, ps, ..., pr sunt numere prime distincte, atunci
orice t € D,, se scrie sub forma ¢t = IT pi- Atunci avem tos =[] p;.
i€ C{1,2,...,k} i€l Al

Evident 1 € D,, este element neutru iar z ox = 1, deci 27! = z, pentru orice x € D,,.

Deducem ca (D, o) este grup, izomorf cu (P({p1,p2,-..,pr}),A), unde P(X) este
multimea partilor lui X gi A este diferenta simetrica AAB = (AU B) \ (AN B).

b) Fie n € M si p prim cu p|n. Atunci avem n = pq, unde (p,q) = 1 si, din ipoteza,
avem pla™ — b" = (aP)? — (BP)9. Din mica teorema a lui Fermat, avem a” = a(
mod p), deci pla? — b9, adica a? = pr + b?. Deducem ca a™ = (a?)? = (px + b9)P =
b + p*x - b+ p? - «, deci p*la™ — b". Cum aceastd relatie are loc pentru orice p prim
cu p|n, avem n?la"™ — b".



Problema 4. Determinati functiile f : R — R care admit primitive si care verifica
f(x) =2 F(z) + F(1 — ) pentru orice = € R,

unde F' este o primitiva a functiei f.

Dorian Popa, Cluj Napoca

Solutie 1. Scriem relatia data sub forma F'(x) = v/2-F(z)+ F(1—x) (1) si deducem
ci F' este derivabild. Atunci, derivand in (1), obtinem F”(z) = v/2-F'(z) — F'(1—x).

Inlocuind in (1) pe z cu 1 —z, avem F'(1 —z) = v/2- F(1 — x) + F(x). Atunci, avem
F'(z) = V2-F'(2)—+/2-F(1—2)—F(x). Dardin (1) avem F(1—z) = F'(x)— \/_F( ),
deci F"'(x) = F(x), care se rescrie F"(z) — F'(z) + F'(x) — F(z) = 0.

Consideram g(z) = F'(x) — F(x). Atunci avem ¢'(x ) g(x) =0, deci (g(z ) Y =

si atunci avem g(z) = £. Atunci F'(z) — F(z) = £, deci (F(z)e™®) = £, de01
F(z) =ae” + L.

Inlocuind in (1), obtinem b = a(1 — v/2)e, deci F(x) = a(e” + (1 — v/2)e' ™). Atunci
f(x) = ale® + (V2 —1)e’*), unde a € R.

Solutie 2. De la F” = F, putem continua astfel: Cum F' = f g f/ = F, avem
(F+ f) = F + f, deci daca notam cu h = F' + f, avem b’ = h, deci (he™™)" = 0.
Atunci h(z) = c- e” gi avem (F - ¢e*) = c¢-€**, de unde F(z) = §-e* 4+ k- e si apoi
flr)=5-e"—k-e™". Inlocuind in relatia dati, obtinem f(z) = a(e® + (v2—1)e! ).



