B MINISTERUL LDULJ\[ IEI

F
)

St
7 5% & INSPECTORATUL SCOLAR
@ JUDETEAN MARAMURES

SI CERCETARII
Olimpiada Nationald de Matematica
etapa locala — Maramures
7 februarie 2026
Barem de corectare si notare
ClasaalX-a
Problema 1. (22,5 puncte)
a) Aratati ca (x2+y2+1)(22+2)2(x+y+z)2,‘v’x,y,zeR.
b) Fie a,b,c¢>0 astfel inct ————+— 12 +— 12 >1. Aratati cad ab+bc+ca<3.
a +b"+1 b "+c"+1 ¢ +a +1
Solutie:
2, .2 2 2, .2 2 2, 2\“ES 2
a)(x +y +1)(z +2):(x +y +1)(1 +1 +z) > (x+y+2)
Avem egalitate Pentru Xz = Pz =1 ... oottt e 12D
?+2
b) Din a) obtinem ca ————=< 5 i analoagele.
a“+b"+1 (a+b+c)
2 2 2
Atunci ————+— 12 +— 12 <4 £2+h +2+2C +27,5p
a“+b"+1 b +c"+1 ¢ +a”+1 (a+b+c)
Utilizdnd ipoteza, avem:
2,12, 2
LJrc;L621:412+bz+cz+62azer2+02+2ab+2bc+2ac:
(a+b+c)
=ab+bc+ac<3 ..o, 3p
Problema 2. (22,5 puncte)
Fie a,b,c € R astfel incat ‘ax2 +bx+c‘ <1, vxe[-11].
a) Aratati ca |a+¢|<1.
b) Aritati ci a” +b* +c* <5.
Solutie:
a) In |ax? + b+ [ <1, vx e[-1,1], fi dm lui x valorile 0,1,~1.
x=0:>|c|$l
x=1:>|a+b+c|£1:>—1£a+b+c£1
x=—1:>|a—b+c|£1:>—1£a—b+c£1
Prin adunarea membru cu membru a ultimelor doua inegalitati obtinem
—1Sa+c£1<:>|a+c|£14p
b) Din —1<a+b+c<18i —1<—a+b—c<1=-2<2b<2=|b|<l.ccccivve .03

C‘Sl
Dar |a|—|c|<|a+c|<1=a|<|d+1<2 = |ac|<2 oo 3D
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.. . (a+b+c)2Sl:>a2+b2+02+2ab+2bc+2ac£1 . )
Din implicatiile , prin adunare membru cu membru, obtinem

(a—b+c)2 <1=a’>+b>+c*-2ab—2bc+2ac<1

acz-2
A +b* +*+2ac< 1= a? +b7+c? <1-2ac < 1+4=5..........c 6,5p

Problema 3. (22,5 puncte)
Fie a,beNsi A= {n € N|[ (n+a)(n +b)} =n +a} . Aratati cd Aeste infinita dacd si numai daca

be{a,a+1,a+2}. (Prin [x] intelegem partea intreaga a numarului real x ).

(Gazeta Matematica 9/2025)
Solutie:

[ (n+a)(n+b)}=n+a on+a</(n+a)(n+b)<n+a+l
n+a<.(n+a)(n+b)<=(a—b)(n+a)<0 (1)
Jrra)(n+b)<ntatleon(b—a-2)<a’ +2a+1—ab (2) ... .cceviianne... 4p

” =" Presupunem ca A este infinitd. Atunci inegalitatile (1) si (2) au loc pentru o infinitate de valori ale lui »

Pentru Vae N din (1) ObHNEM CA B>a . ..o v ottt et e e 3P
2
Daca b-a-2>0=n< W. Cum n e N, aceasta inegalitate este verificatd de un numar finit de
_a—
valori ale lui 7, deci aCeSt CAZ NU CONVINE . . . . ... oottt ittt ettt e eneesnesnseessneennee s P
2—-b>—a

Dacd b—a-2<0, cum a* +2a+1-ab=a*+1+a(2-b) > 1, inegalitatea (2) este adevdratd pentru orice
numar natural #, pentru cd membrul sting este mai mic sau egal cu zero, iar membrul drept este strict pozitiv

e e e e et e e e e eeeeeeeeeeeeeseeeeseeeeeeeeeeaeeeeateeeateeea—eeea—eeeateeetteeatteeatteeateeeabreeareeennbaeennreen 3p
Din b>a si b<a+2,cum a,beN:be{a,a+1,a+2} e e 3P

” <=7 Dacd be{a,a+1,a+2},atunci inegalitatile (1) si (2) sunt verificate Vn e N", deci 4 este infinita. ...6,5p

Problema 4. (22,5 puncte)
In triunghiul ascutitunghic ABC , inscris in cercul de centru O, se noteazi cu Esi F picioarele inaltimilor

din B sirespectiv C. Aritati ca BF +CE=04 daci si numai dacd m(<BAC)=45°,
Solutie:
Fie H ortocentrul triunghiului ABC.

” = Daca ﬁwc?:@ , atunci 1T0+ﬁ+c_0'+@=@i, deci ﬁ+5€':@i+&§+&f.
Utilizand relatia lui Sylvester OH = OA+O0B+0C obtinem

OF +OF = OH , deci OFHF este paralelogram ............ccocccievieiiienieiiienie ettt 6p
Din FO|HE = FO 1 AC, deci FO este mediatoarea laturii AC, de unde rezulta ca triunghiul FAC este
dreptunghic isoscel, deci m <BAC =45’ e e e e e e eeeereeeeeeeee e e—e et e et e ette e beenate e beenseeeteenaaeen 6p

» <" Dacd m <BAC = 45", atunci triunghiurile FAC si EAB sunt dreptunghice si isoscele.
Atunci FO L AC, EO 1 AB,deci FO|HE $1 EO|[HF . ............uuuiitecieeeeeeeeee.OP

Obtinem cd OEHF este paralelogram, de unde rezulta ca OF +OE = O—H' deci

OF +OE =O0A+OB+0C = BO+OF +CO+OE =0A= BF+CE=0A ....................... 4,5p

Se acorda 10 puncte din oficiu.



