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INSPECTORATUL SCOLAR A MINISTERUL EDUCATIEI
@/ JUDETEAN MARAMURES $1 CERCETARII
Olimpiada Nationald de Matematica
etapa locala — Maramures
7 februarie 2026
Barem de corectare si notare
ClasaaX-a
Problema 1. (22,5 puncte)
a) Aratati ca i/26 —aV3 + i/26 + a3 = 4 daca si numai daca a € {—15,15}.
b) Se considera numerele a, b € (1, ). Aratati ca
a+b a+b
loga( 2 >1°gb( 2 ) 21,
Solutie
a)  Fiex = V26 —av3 + /26 + aV3.
Atunci x3 = 26 — aV3 + 26 + aV3 + 3i/(26 —aV3)(26 + aV3) - x &
& x3 =52+ 3V676 — 342 - x. (1) oo 6p
Daci x = 4 atunci relatia (1) devine 64 = 52 + 121676 — 3a? < 676 —3a? =1 & a? = 225
A E {05,015, ottt h ettt s et sttt ne et e b et st et e b e st eseese s enteneesenes 3p
Dacd a € { 15,15} . Din relatia (1) rezultici x3—3x—-52=0= (x —4)(x?+4x+13) =0

b)

loga( )>loga\/_ logb( )>logb\/_b, ﬂ>1\/_b>1ﬁ

loga( )> 0 logb( )> 0,log, Vab > 0,log, Vab > 0

Inmultind cele 2 inegalititi obtinem log, ( )logb ( ) > log, Vablog, Vab [02) RO 3p

log, Vablog, Vab = i(l + log, b)(1 + log, a) = i(Z + log, b + log, a)

loga b +10g, a =2 =108, Vab10Zy VAD = 1 .cooovioeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 3p

a+b a+b
log“( 2 )log”< 2 )2

deci, din (2) se obtine

......................................................................... 3p
cuegalitate pentril @ = DB. et eaa e e 1L5p
Problema 2. (22,5 puncte)
Fie f: N — N o functie astfel incat f ( f (n)) = 4n + 3 pentru orice » numar natural.

a) Aratati cd functia f este injectiva si nu este surjectiva.

b) Aratati ca existad o infinitate de functii g: N — N, astfel incat fog =g o f.

Solutie

a) Daca nq,n, € N astfel incat f(n,) = f(n,), atunci f(f(nl)) = f(f(nz)) = 4n; + 3 =4n, + 3

= Ny = Ny, dECT f ESIE INJECTIVA oottt ettt et e e et e e b e e bt e eabeesteaesseesaeesseesseeesseennes 6p

(solutie alternativa f o f injectiva rezulta cd f este injectiva)
Presupunem ca f este surjectiva, atunci f o f este surjectiva, deci functia h: N = N, h(n) = 4n + 3 este
surjectiva, contradictie cu faptul cad 0 € IM(R). oo 6p
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b)Notam f,, = fofo..of nENn=>1.
de nori
Consideram multimea A = {f, In € N,n > 1}

f o fu = fu° f,deci toate functiile din multimea A verificd relatia din enunt, pentru g = f;;,  .ooeeeevvevvenene 3p
Aratam ca multimea A are elemente distincte, deci este infinita.
Presupunem ca existd f, = f,,,cuk >m.Fiek=m+t,t € N,t > 1. Atunci

fk = fn = fee(@) = fr(m),Vn €N = (fi, 0 f)(0) = f(n),Vn EN = fm(ft(n)) = fm(n),Vn €N

fminj .. ..

— f;(n) =n,vn € N = f, = 1y = f bijectiva, contradictie.

fi, f2, f3, ... sunt distincte deci sunt o infinitate de functii.  ......cocovieiieierieeeeee e 7,5p
Problema 3. (22,5 puncte)

Determinati functiile f: (0, 00) — (0, o) cu proprietatea ca

fOfQy) — flxy) = 5 +§ pentru orice x,y > 0.

Gazeta Matematica

iloli)uc,tlllfnd x =y = 1inrelatia din ipotezi obtinem f2(1) — f(1) = 2 & f(1) € {2,-1}

Dar f(1) > 0,deCi f(1) = 2 oottt ettt ettt ettt et ettt st et et e aeerea 9p

Inlocuind y = 1 in relatia din ipotezi obtinem f(x) - f(1) — f(x) = x +§ Vx>0
f(x)=x+§,Vx>0 ...................................................................................................................... 9p

Se verifica faptul ca f(x) = x + % ,Vx > 0 satisface relatia din ipoteza. .........ccccevveveevcierierieeieneeieeens 4,5p

Problema 4. (22,5 puncte)

Fie punctele A, si A, de afixe z;, respectiv z,, unde z,,z, € C*.
a) Aratati ca punctele A;, A, si M sunt coliniare, unde M este de afixw =1-2z; + (1 — 1) -z, cul € R.
b) Ardtati ca

2 \zq| - |za] - |21 + 25| = (24| + |22]) - |21 - 22| + |24] - 23]

Andrei Horvat-Marc
Solutie
a) Fie z, afixul punctului M.
Daca z; = z,, atunci A; = A, si evident punctele A1, A, si M sunt coliniare.  .....ccoiiiiiiiniinieenn. 3p

Daca z; # z,, atunci A4, A, si M sunt coliniare < vectorii A{M si A;4, coliniari < exista k£ numar real
astfel incat zyy —z; = k(z, —z1) © zy = (1 —k)z; + kz,.

Pentru k = 1 — A obtinem z,; = w, deci Ay, A, $1 M sunt COlNIATE.  ....coceviieiirieiieieeieceeee e e 9p
b) Fie w;, = ﬁ -z, k € {1,2}. Daca |z, | = r, k € {1,2}, atunci inegalitatea din ipoteza devine

k

2rny|rwy + rpwy| = (rp + 1) nwy -1y + 1y ow| = 1 (i + 1) lwy + wy

ceea ce implica

By 2wy 22wy wol © 2wy (L= Dl = 2wy 4w,
w >—-|lw+w o |1-w —Dwy| == |lwy +w
rnt+n 1 rnt+n 2 2 1 2 1 2 2 1 z
.......................... 6p
Fie A, B, M, N afixele numerelor complexe wy, w,, % (wy + wy), respectiv A - wy + (1 — D)ws,.
Cum |w;| = [w,| = 1, avem cd AOAB este un triunghi isoscel, cu 0OA = 0B = 1
OM este mediana perpendiculara pe dreapta AB, N este un punct situat pe dreapta AB, iar
inegalitatea revine [a ON = OM, ad@VATAtA ..........ccceeeiiiiiiiieeiieeeie et eetee et eeste e et e e esaeeeeaeessseeessneeennsees 3p
deoarece ipotenuza ON ale lungimea mai mare decat lungimea catetei OM............cccceevievieeiieneeeieennen. 1,5p

Se acorda 10 puncte din oficiu.



