
  

 

Olimpiada Națională de Matematică 

etapa locală – Maramureș  

7 februarie 2026 

 

Barem de corectare și notare 

Clasa a XI - a  

 

 

Problema 1.  (22,5 puncte)

Fie 𝑧 ∈ ℂ și matricele 𝐴 = (
1 𝑧 + 𝑖 2𝑧

𝑧 + 𝑖 𝑧2 + 2𝑖𝑧 − 1 2𝑧2 + 2𝑖𝑧
−𝑖 1 − 𝑖𝑧 −2𝑖𝑧

), respectiv 𝑋(𝑎) = 𝐼3 + 𝑎 ⋅ 𝐴, cu 𝑎 ∈ ℂ.  

Calculați  (𝑋(𝑎))
𝑛
 pentru orice 𝑛 ∈ ℕ∗. 

 

Soluție. 

Prin calcul se arată că  

𝐴2 = 𝑧2 ⋅.......................................................... .......................................................... . . . . . . . . . . . . . . . . . ..4,5p   

𝑋(𝑎) ⋅ 𝑋(𝑏) = (𝐼3 + 𝑎 ⋅ 𝐴)(𝐼3 + 𝑏 ⋅ 𝐴) = 𝑋(𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏 ⋅ 𝑧2), ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℂ   ...................................................6p 

I) Dacă 𝑧 = 0, atunci  𝑋(𝑎) ⋅ 𝑋(𝑏) = 𝑋(𝑎 + 𝑏), ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℂ.  

Cu metoda inducției matematice se demonstrează că (𝑋(𝑎))𝑛 = 𝑋(𝑛𝑎) = 𝐼3 + 𝑛𝑎 ⋅ 𝐴.                                3p    

II) Dacă 𝑧 ∈ ℂ ∗  atunci  

𝑋(𝑎) ⋅ 𝑋(𝑏) = 𝑋(𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏 ⋅ 𝑧2) = 𝑋 (𝑧2 ⋅ (𝑎 +
1

𝑧2
) (𝑏 +

1

𝑧2
) −

1

𝑧2
) , ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℂ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p   

Prin metoda inducției matematice se demonstrează că  

(𝑋(𝑎))𝑛 = 𝑋 (
(𝑎 ⋅ 𝑧2 + 1)𝑛 − 1

𝑧2
) = 𝐼3 +

(𝑎 ⋅ 𝑧2 + 1)𝑛 − 1

𝑧2
⋅ 𝐴 = 𝑋 (

(𝑎 ⋅ 𝑧2 + 1)𝑛 − 1

𝑧2
) , 𝑛 ∈ ℕ∗. 

 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p   

Problema 2.  (22,5 puncte) 

Fie matricele 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2(ℂ), 𝐴 ≠ 𝑂2. Știind că 𝐴2 = 𝑂2, arătați că 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 = 𝑂2 dacă și numai dacă 

𝑇𝑟(𝐵) = 𝑇𝑟(𝐴𝐵) = 0. 
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Soluție.  

Din 𝐴2 = 𝑂2 obținem det(𝐴) = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,5p 

iar din relația lui Cayley-Hamilton se obține 𝑇𝑟(𝐴) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p 

Fie 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) , 𝐵 = (
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

) , 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ ℂ.  

Implicația " ⟸ ". Deoarece 𝑇𝑟(𝐴) = 𝑇𝑟(𝐵) = 0 avem 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 −𝑎

) , 𝐵 = (
𝑥 𝑦
𝑧 −𝑥

). Calculând 𝐴𝐵, 𝐵𝐴 și 

folosind relația 𝑇𝑟(𝐴𝐵) = 0, obținem 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 = 𝑂2.                                              . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9p 

Implicația " ⟹ ". Din 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 = 𝑂2 rezultă că 𝑇𝑟(𝐴𝐵 + 𝐵𝐴) = 0, de unde 𝑇𝑟(𝐴𝐵) = 0. 

Din 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 = 𝑂2, efectuând calculele obținem 𝑏(𝑥 + 𝑡) = 𝑐(𝑥 + 𝑡) = 𝑎(𝑥 + 𝑡) = 0, iar cum 𝐴 ≠ 𝑂2 se 

obține 𝑇𝑟(𝐵) = 0.                                                                                       . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9p 

  



  

Problema 3.  (22,5 puncte)

Fie 𝑎 ∈ ℝ un număr real și funcția 𝑓: ℝ → ℝ, cu 𝑓(𝑥) = {
𝑥 (

1

2
− {

1

𝑥
}) , 𝑥 ≠ 0

𝑎, 𝑥 = 0
, unde prin {𝛼} s-a notat partea 

fracționară a numărului real 𝛼. 

a) Determinați valoarea numărului real 𝑎 pentru care lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑎. 

b) Arătați că există o infinitate de numere reale 𝑥0 ∈ ℝ∗ pentru care nu există lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥). 

Horvat-Marc Andrei 

Soluție. 

a) Avem 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

(𝑥 (
1

2
− {

1

𝑥
})) = −lim

𝑥→0
(𝑥 {

1

𝑥
}) 

Cum {
1

𝑥
} ∈ [0,1) oricare ar fi 𝑥 ∈ ℝ, se obține 

0 ≤  𝑥 {
1

𝑥
} < 𝑥, ∀ 𝑥 > 0, respectiv 𝑥 <  𝑥 {

1

𝑥
} ≤ 0, ∀ 𝑥 < 0.                    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  6p 

 Prin trecere la limită, când 𝑥 → 0, se obțin limitele laterale 

𝑙𝑑(0) = lim
𝑥→0
𝑥>0

(𝑥 {
1

𝑥
}) = 0 și 𝑙𝑠(0) = lim

𝑥→0
𝑥<0

(𝑥 {
1

𝑥
}) = 0, de unde rezultă că  

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 0 = 𝑎.  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  6p 

b) Avem 𝑓(𝑥) = 𝑥 [
1

𝑥
] − 1 +

𝑥

2
, oricare ar fi 𝑥 ∈ ℝ∗.                                                                                      

Fie 𝑛 ∈ ℕ∗ un număr natural fixat. Calculăm limitele laterale în 𝑥0 =
1

𝑛
.  

Dacă 𝑥 >
1

𝑛
, atunci [

1

𝑥
] = 𝑛 − 1, se obține 

𝑙𝑑 (
1

𝑛
) = lim

𝑥→
1

𝑛

𝑥>
1

𝑛

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→

1

𝑛

𝑥>
1

𝑛

(𝑥(𝑛 − 1) − 1 +
𝑥

2
) = −

1

2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   𝟑𝐩 

Dacă 𝑥 <
1

𝑛
, atunci [

1

𝑥
] = 𝑛, se obține 

𝑙𝑠 (
1

𝑛
) = lim

𝑥→
1

𝑛

𝑥<
1

𝑛

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→

1

𝑛

𝑥<
1

𝑛

(𝑥𝑛 − 1 +
𝑥

2
) =

1

2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3𝐩 

Deci 𝑙𝑠 (
1

𝑛
) ≠ 𝑙𝑑 (

1

𝑛
) , ∀𝑛 ∈ ℕ∗, ceea ce implică nu există lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), oricare ar fi 𝑥0 =
1

𝑛
, cu 𝑛 ∈ ℕ∗,  

adică există o infinitate de numere reale 𝑥0 ∈ ℝ∗ pentru care nu există lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥).  . . . . . . . . . . . . . . . . .  4,5p 

 

  



  

 

Problema 4.  

 

(22,5 puncte) 

Se consideră șirul de numere reale (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ, cu 𝑥0 = √2 , definit prin relația de recurență 𝑥𝑛+1 = 2𝑥𝑛
2 − 1,  

pentru orice 𝑛 ∈ ℕ. 

a) Studiați convergența șirului (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ. 

b) Calculați  

lim
𝑛→∞

2𝑛 ∙ 𝑥0 ∙ 𝑥1 ∙ … ∙ 𝑥𝑛

𝑥𝑛+1
. 

 

Soluție. a) Prin inducție matematică se demonstrează că 𝑥𝑛 ≥ √2, ∀𝑛 ∈ ℕ.  

Din 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = (𝑥𝑛 − 1)(2𝑥𝑛 + 1) > 0, ∀𝑛 ∈ ℕ, rezultă că șirul (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ, este strict crescător,  

deci există lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑙 ∈ [√2, ∞].       . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  6p 

Presupunem că limita șirului este finită, iar după trecerea la limită în relația de recurență se obține contradicția 

𝑙 ∈ {−
1

2
, 1} ∩ [√2, ∞), prin urmare lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = ∞, deci șirul nu este convergent. . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .4,5p 

b) Din relația de recurență obținem că 
𝑥𝑛+1−1

𝑥𝑛−1
= 2(𝑥𝑛 + 1), ∀𝑛 ∈ ℕ. Dând valori lui 𝑛 avem 

𝑥𝑛+1 − 1

𝑥0 − 1
= 2𝑛+1(𝑥0 + 1)(𝑥1 + 1) … (𝑥𝑛 + 1), 𝑛 ∈ ℕ.                             (1) 

. . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . 3p 

Pe de altă parte, din relația de recurență avem 

(𝑥1 + 1)(𝑥2 + 1) … (𝑥𝑛 + 1) = 2𝑛(𝑥0𝑥1 … 𝑥𝑛−1)2,   𝑛 ∈ ℕ                                (2) 

. . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . 3p 

Din relațiile (1) și (2) se obține 

2𝑛 ∙ 𝑥0 ∙ 𝑥1 ∙ … ∙ 𝑥𝑛 =
𝑥𝑛√𝑥𝑛+1 − 1

√2
. 

Deci 

lim
𝑛→∞

2𝑛 ∙ 𝑥0 ∙ 𝑥1 ∙ … ∙ 𝑥𝑛

𝑥𝑛+1
= lim

𝑛→∞

𝑥𝑛√𝑥𝑛+1 − 1

√2𝑥𝑛+1

= lim
𝑛→∞

𝑥𝑛√2𝑥𝑛
2 − 2

√2(2𝑥𝑛
2 − 1)

=
1

2
. 

. . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . 6p 

 

 

Se acordă 10 puncte din oficiu. 

 


