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Barem de corectare si notare

Clasaa XI - a
Problema 1. (22,5 puncte)
1 z+1 2z
Fie z € C si matricele A = <z +i z2+2iz—1 2z°+ 2iz>, respectiv X(a) = I3 +a-A,cua € C.
—i 1—-iz —2iz
Calculati (X (a))n pentru orice n € N*.
Solutie.
Prin calcul se arata ca
A2 = 2 et ettt e e e 4,5p
X@)-X(b)=Us+a-A)U3+b-A) =X(@+b+ab-2%),Va,b €EC ..overeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen 6p
I) Dacd z = 0, atunci X(a) - X(b) = X(a + b),Va,b € C.
Cu metoda inductiei matematice se demonstreaza ca (X(a))" = X(na) = I3 + na - A. 3p

II) Daca z € C * atunci

X(a)-X(b) =X(a+b+ab-z?%) =X(Zz-(a+Zl2)(b+i)—Zl2),Va,bE(C

72
................... 3p
Prin metoda inductiei matematice se demonstreaza ca
(a-z2+1)" -1 (a-z2+ 1" -1 (a-z2+1)"—-1 .
(X(a))"zX( = >=I3+ = -A=X< = ),nEN
................... 6p
Problema 2. (22,5 puncte)

Fie matricele A, B € M,(C), A # 0,. Stiind c¢i A% = 0,, aritati ci AB + BA = 0, daci si numai daci
Tr(B) = Tr(4AB) = 0.
Gazeta Matematica 9/2025

Solutie.
Din A% = 0, obtinem det(A) = 0, ... ... i 1,5p
iar din relatia lui Cayley-Hamilton se obtine Tr(A) = 0....... .. it 3p

Fie A = (Ccl Z),B = (JZC i]),a,b,c,d,x,y,z,te C.

Implicatia " < ". Deoarece Tr(A) = Tr(B) = 0 avem A = (Ccl b ),B = (x Y ) Calculand AB, BA si
folosind relatia Tr(AB) = 0, obtinem AB + BA=0,. e 9p
Implicatia" = ". Din AB + BA = 0, rezultd ca Tr(AB + BA) = 0, de unde Tr(AB) = 0.

Din AB + BA = 0,, efectuand calculele obtinem b(x +t) = c(x +t) = a(x +t) = 0, iar cum A # 0, se
obtine Tr(B) = 0. 9p
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1 (1
. . ) . x|=— ,x+0 .
Fie a € R un numar real si functia f: R - R, cu f(x) = { (2 {x}) > , unde prin {a} s-a notat partea
ax=20
fractionard a numarului real a.

a) Determinati valoarea numarului real a pentru care lim f(x) = a.
x—0

b) Aratati ca existd o infinitate de numere reale x, € R* pentru care nu exista lim f(x).

X—Xg
Horvat-Marc Andrei
Solutie.
a) Avem
im0 = (x (3 1)) = i (<)
im0 = tim (x5 - () ) = -1 (5]
1 . )
Cum {;} € [0,1) oricare ar fi x € R, se obtine
1 . 1
0< x{;}<x,‘v’x>0,respect1vx< x{;}SO,Vx<0. ........................... 6p
Prin trecere la limita, cand x — 0, se obtin limitele laterale
. 1 . . 1 .
1;,00) = }Cl_r)r(l) (x {;}) =0sil;(0) = }Cl_r)r(l) (x {;}) = 0, de unde rezulta ca
x>0 x<0
Imf(x)=0=a. .......... ... 6p
x—0
b) Avem f(x) = x E] -1+ g, oricare ar fi x € R".
Fie n € N* un numar natural fixat. Calculam limitele laterale in x, = %
Daca x > l, atunci H =n — 1, se obtine
n X
1 ) ) X 1
ld(ﬁ)zll_rgf(x)=l1_r3(x(n—1)—1+§)=—ﬂ ........................... 3p
x> x>
Daca x < 1, atunci H = n, se obtine
n X
1 . ) X 1
ls(£)=plcl_r)rif(x)=}C1_r)ri(xn—1+§):§ .............................. 3p

1 1
X<— X<—
n n

) 1 1 ) . C . 1 .
Deci [ (Z) *ly (Z) ,Vn € N*, ceea ce implica nu existd lim f(x), oricare ar fi x, = —cun € N¥,
X—Xg

adica existd o infinitate de numere reale x, € R* pentru care nu existd lim f(x). ................. 4,5p
X—>Xg
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Problema 4. (22,5 puncte)
Se consider sirul de numere reale (x,,),en, U Xo = V2, definit prin relatia de recurenta x,,,; = 2x2 — 1,
pentru orice n € N.

a) Studiati convergenta sirului (x;,),en-
b) Calculati

n
2™ Xt Xy et Xy

n—oo Xn+1

Solutie. a) Prin inductie matematicd se demonstreaza cd x,, > V2,vn € N.

Din x,41 — xp, = (x, — 1)(2x, + 1) > 0,Vn € N, rezulta ca sirul (x,,),en, €ste strict crescator,

deci existd limx, =1 € [V2,00]. ... o 6p
n—->oo

Presupunem ca limita sirului este finita, iar dupa trecerea la limitd 1n relatia de recurentd se obtine contradictia

le {— %, 1} N [\/Z 00), prin urmare lim x,, = oo, deci sirul nu este convergent. . ...... .............. 4,5p
n—->oo

b) Din relatia de recurenta obtinem ca x;+—1_11 = 2(x, + 1), Vn € N. Dand valori lui n avem

Xpt1 — 1

1 = 2" (xg + D(xg + 1) o (x, + 1), n € N. (1)
-

Pe de altd parte, din relatia de recurenta avem

(o + D0+ 1) (x, +1) = 2™(xpxq ... Xp_1)?, NEN ()

Din relatiile (1) si (2) se obtine

Xy Xn+1 T 1

2 Xyt Xyt Xy, =
0 1 n \/7

Deci

2M X Xy e Xpy XpA/Xna1 — 1 i XpJ2x2—2 1

lim = lim ———— = lim =
o S By | V2@ —1) 2

Se acorda 10 puncte din oficiu.



