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Barem de corectare si notare
Clasa a XII- a
Problema 1. (22,5 puncte)

Pe G= [0,1) definim legea x*y = {x+ y} , unde {a} este partea fractionard a numarului real a .
a) Demonstrati ca (G,*) este grup abelian.
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b) Demonstrati ca multimea H = {O } este subgrup a grupului G .

. . 1
¢) Rezolvati in grupul G ecuatia x” *x = >

Solutie. a) Pentru orice x,y,zeG avem x*(y*z)x*{y+z}{x+{y+z}}{x+y+z—[y+z]}
—

€z
= {x +y+ z} . Analog (x * y) *z = {x +y+ z} , deci legea este asociativa.  ..coceiieienieneeeece 3p
Deoarece x*y = {x+y} = {y +x} =p*x,Vx,ye G, legea este COMULAtIVA. .....c..coceereeiierieneiiieieneeieeene 3p
Observam cd 0*x=x=x*0,Vx € G, deci numarul 0 este elementul neutru al legii.........c..ccceevvrerverneenen. 3p

Atunci simetricul lui 0 este 0 si pentru xe(O,l) avem cd x*(l—x)={x+l—x} =0s1 l-xeG, deci 1—-x

este simetricul lui x, prin urmare, toate elementele din G sunt simetrizabile, deci (G,*) este grup

1o <] L s WO OO SO SRPRRI 4,5p
b)Fie x,ye H = x = a V= b cu a,be{0,1,...,2025} , atunci
2026 2026
+b d2026
x*yz{x+y}= atb :(a )(mo )eH
2026 2026
iar daca er\{O}:x':l—xzweH si 0'=0,
2026
deci Vx,ye H=>x*yeH si X' € H,deunderezultd cA H <G .coooveiieeieeeeeeeee e, 3p

c) xz*x:%c»{xz+x}—% sicum xe[0,1)=x*+x€[0,2)= [x +x}
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L. Daca [xz+x]:0:>{x2+x}:5<:>x2+x:5:>x1,2: xe[0,)=>x=

2

—_1+ _
II. Daca [)cz+x]:1:>{x2+x}=l<:>)c2+x—1:l:>x12 :1_—ﬁ,xe[0,1):>x: 147
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Multimea solutiilor ecuatiei x* *x:%, cu xeG,este S :{ 2\/_, 2ﬁ} e e O
Problema 2. (22,5 puncte)
Fie (G,-) un grup cu proprietatea ca existda a <G astfel incat a’x’a® =x, (V)x €G. Aratati cd
P =e, (V)xeG, unde e G este elementul neutru al grupului (G, ).
Solutie.
Pentril X =€, OBtNEIM " = € ...ovuieieeeeeceeeeeeeee et 3,5p

Atunci a’ -‘azxsa2 = x‘-a2 S X=X VX EG (1) e 6p
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Inlocuind in (1) pe x cu x-y,x,y € G, avem () =a* (x)a* & (w) =d*xa'ya®

=S ()cy)5 = (azxa2 )(azyaz) & x‘l‘x(yx)4 y=x"-) ‘y‘l & (yx)4 =X e, 10p
Pentru y=a’, avem (azx)4 =x'a* & (azx)(azx)(azx)(azx) =x'e (azxa2 )x(azxa2 )x =x*

X XX X=X X X X S e 3p
Problema 3. (22,5 puncte)

Ardtati ca dacd F:R—R este o primitivd a unei functii /:R—R astfel incat F(0)=0, atunci exista
c e R astfel incat F(c) = (l—c)f(c) .
Supliment Gazeta Matematica 9/2025

Solutie. Dacd F este o primitivd a functiei f°, atunci F este derivabilasi F'(x)=f(x),VxeR........4,5p
Consideram functia g:R - R, g(x)=(x—1)F(x), care este o functie derivabildpe R ........................ 6p
Deoarece g este continua si derivabild pe [0,1] si g(0)=g(1)=0, atunci din teorema Iui Rolle existd
cel0,1]cu g'(c)=0<=F(c)+(c—1)f(c)=0F(c)=(1=¢) f(€)reeeeriiiiaaiiiiiiiiiiicces 12p
Problema 4. (22,5 puncte)
a) Determinati derivata functiei f: (—%,%) >R, f(x)= tgxx
e
e . . *(2—sin2
b) Calculati primitivele functiei g: (—Z,zj —>R, g(x = 2e ( 5 s xg .
2°2 e~ cos” x+sin” x
Revista Argument/2018
, 1—sin xcos
Solutie. a) f (x) = # S VX EIR e 9,5p
e’ cos” x

tgx ’
e’ (1—sinxcosx 1—sin xcosx (Xj
b) jg(x)dxzzj ( : )2 dxzzj .Y dszJ‘%dx
e** cos® x 1+(ng e* cos’ x 1+(ng 1+(ng
e’ e’ e’
tg

= 2arctg—xx+C ........................................................................................................................................... 13p
e

Se acorda 10 puncte din oficiu.



